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Zajecia 1: Optymalizacja analityczna bez ograniczen

Daniel Kaszyriski

Kwestie organizacyjne

e Prowadzacy zajecia: dr Daniel Kaszynski, dkaszy[@]sgh.waw.pl

e Konsultacje: poniedziatki 15:20-17:00, G-225.

e Tryb zaliczenia przedmiotu: egzamin pisemny w sesji z tresci przedstawianych w trakcie zajeé¢ lub
zawartych w materiatach.
Przyktady zadan: opisz metode XYZ, wskaz na réznice miedzy metodami ABC i XYZ, rozwiaz przed-

stawione zadanie optymalizacji analitycznej, przeprowadz dwie iteracje metody XYZ.

¢ Wymagana literatura:

— [KW19] Kochenderfer, M.J. and Wheeler, T.A., 2019. Algorithms for optimization. Mit Press.
[CZ04] Chong, E.K. and Zak, S.H., 2004. An introduction to optimization. John Wiley & Sons.

[BI86] Birkholc, A., 1986. Analiza matematyczna: funkcje wielu zmiennych. Panstwowe Wydaw-
nictwo Naukowe.

[SS08] Sydseeter, K., Hammond, P., Seierstad, A. and Strom, A., 2008. Further mathematics for
economic analysis. Pearson education.

— [CO14] Cortez, P., 2014. Modern optimization with R. New York: Springer.

1.1 Definicja ekstremum

Terminem centralnym w zakresie optymalizacji analitycznej jest pojecie ekstremum: rozwigzania, ktore dla
zdefiniowanej funkcji oceniajacej, tzw. funkcji celu, najczeSciej oznaczanej jako f, generuje 'najlepsza’
warto$¢. Rozwazmy przyklad f: R — R.

Definicja 1: Definicja lokalnego ekstremum wtlasciwego (minimum)

Lokalnym ekstremum wtasciwym (minimum) nazwiemy punkt z*, ktéry:

Ad>0 VOo<|§|<|d = [f@*+48) > f(z¥) (1.1)

Definicja 2: Definicja globalnego ekstremum wlasciwego (minimum)

Globalnym ekstremum wladciwym (minimum) nazwiemy punkt z*, ktéry:

Vd>0 YI[6|>0 = f@*+0)> f(a") (1.2)
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?figurename? 1.1: Ekstremum lokalne funkcji f: R — R

Zauwazmy, ze réznica miedzy ekstremum lokalnym i globalny to obszar, w ktérym uzyskujemy lepsze (tj.
z perspektywy funkcji celu, funkcji oceniajacej) rozwiazanie. W przypadku ekstremum lokalnego, mozna
wskazaé otoczenie (moze by¢ to bardzo maly obszar!) sasiedztwa w okdl ekstremum 4, w ktérym utrzy-
mujemy stricte gorsze rozwigzania. W przypadku ekstremum globalnego ..., takie sasiedztwo to dowolne
otoczenie rozwigzania ekstremum.

1.2 Optymalizacja nieliniowa bez ograniczen, przypadek jednowy-
miarowy, tj. f : R —R

W zakresie podstawowych twierdzen, musimy wpierw wskaza¢ podstawowa dla nas definicje — definicje po-
chodnej funkcji jednej zmiennej.

Definicja 3: Pochodna funkcji

Pochodng funkcji f : R — R nazwiemy funkcje:
_df o fErh) = flz)

T dx (@) = Pty h h—0

f'(x)

f(z) — flz—h)
L (1.3)

Przyktad 1. Przyjmijmy f(x) = 2% + 2. Wyznacz pochodna funkcji w punkcie 29 = 2 z definicji:

flz+h)— f(x) (x+h)?+2(x+h)—2?—2z

/ BT T _
Jlw) = fim = = P = (14)

224 2eh+h2 422+ 2h— 22— 22 . 2zh+h%2+2h
:}lLiHb2x+h+2:2x+2 (1.6)

F'2)=2x24+2=6 (1.7)
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W analogiczny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzér na pochodna dowolnego rzedy:

— d f(x) _ (f’(:z:))' — lim f/(‘TJrh]z*f/(l‘) — lim fl@+2h) =2f(z+h) + f(x)

o dx? h—0 h—0 h?

f(=)

(1.8)

1.2.1 Warunki Pierwszego Rzedu f: R — R

Twierdzenie 1: Warunki Pierwszego Rzedu f : R — R.
Niech f: D CR — R, f € CL. Jezeli funkcja f posiada ekstremum w punkcie x € D, to f'(x) = 0.

?proofname? Poniewaz funkcja f ma w punkcie x minumim, wiemy, ze istnieje d > 0, takie,
ze dla kazdego 0 < || < d, mamy f(x+0) > f(x), czyli f(x+0) — f(x) > 0. Dzielac obie strony
przez §, otrzymujemy:

dla 6 > 0 wm A dlad<0 w«)
Odpowiednio przy przejéciu granicznym 6 — 0% i § — 0~ mamy:
- fle+o)— flx) - fle+0) - flx)
e 5 fe@z0 A lim 5 J-(@) <0
Jedli funkcja f jest rézniczkowalna, mamy f'(z) = f (z) = f.(z) = 0. O

Warunki Pierwszego Rzedu daja nam mozliwosé przefiltrowania przestrzeni rozwigzan, umozliwiajac selekcje
rozwiazan, w ktérych pochodna funkcji jest réwna zero (tzw. punkty stacjonarne). Uwaga! To, ze w danym
punkcie mamy f’(x) = 0 nie oznacza, ze w tym punkcie wystepuje ekstremum funkeji. Jako przyklad rozwaz
funkcje f(z) = 22 oraz f(z) = x>.

1.2.2 Twierdzenie Taylora f: R — R

Zeby$my mogli ruszy¢ dalej, potrzebne nam jest jedno z istotniejszych twierdzen analizy matematyczne;!

Rozwazmy Podstawowe twierdzenie rachunku calkowego, ktére brzmi nastepujaco:

Twierdzenie 2: Podstawowe twierdzenie rachunku calkowego.

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a) (1.9)

gdzie F'(z) oznacza calke nieoznaczona w punkcie z. Powyzsze twierdzenie méwi o tym, ze aby wyznaczyé
pole powierzchni pod wykresem funkcji f na przebiegu miedzy a i b, nalezy obliczy¢: pole powierzchni od
—o0 do a, pole powierzchni pod funkcja od —oo do b, i odja¢ te dwie wartosci. Ponizej intuicja tego wzoru:

Dla uproszczenia oznaczen, przyjmijmy, ze [ f'(z)dz = f(z), wtedy powyzszy wzor zmienia si¢ w:
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?figurename? 1.2: Calka oznaczona

b
£(b) — f(a) = / f(x)de

Uzyskujemy dalej taka sama intuicje, przy czym troche uproéciliSmy przyjmowana notacje. Idac o krok
dalej, przyjmijmy nastepujace oznaczenia: niech a = x, b = = + h. Niech punkt a bedzie punktem startowym
(poréwnawczym, referencyjnym), a punkt b punktem uzyskanym po przesunieciu o wartosé¢ h wzgledem
punktu a. Warto zwrécié uwage na fakt, ze wraz ze wzrostem wartoéci h zwieksza sie rowniez pole powierzchni
pod krzywa funkcji f, gdyz rosnie odlegloéci od punktu referencyjnego.

z+h
fa+h) - f(z) = / f'(a)da

Porzadkujac powyzsze rownanie, oraz sprowadzajac calke oznaczona do poczatku ukladu wspélrzednych
(teraz jest sztucznie zaczepiona w punkcie x — zwrdé uwage, ze poczatek calki jak i jej koniec sa funkcjami
x), otrzymujemy:

h
fa+h) =@+ [ fla+ayda (1.10)
0
Powyzszy wzér [1.10] jest istotny z perspektywy naszych dalszych przeksztalcen. Mozna zauwazy¢ w nim, ze
x jest interpretowany jako stala warto$é (patrz: catka jest po a). Co wigcej, mozna zauwazy¢ ze wyrazenie

po lewej stronie rownosci wstepuje w zblizonej formie pod znakiem catki. Sprobujmy zatem wyrazenie pod
calka rozwinaé¢ zgodnie ze wzorem ktéry otrzymalidmy:

f(x+h)= f(z) +/Oh [f’(x) +/Oa f”(m+b)db} da
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Korzystajac z wlasnoéci addytywnosci calki, uzyskujemy:

flx+h)= f(x) +/0h f’(m)da—k/oh [/Oa f”(m+b)db} da

Sprobujmy rozpisaé pierwsza z calek w powyzszym wzorze:

[ r@aa= 17wt = ran
Czyli tacznie uzyskujemy:
flx+h)=f(z)+ f(x)h+ /Oh /Oa [ (x +b)db da
Wyrazenie pod znakiem podwdjnej catki mozemy réwniez rozpisa¢ przy pomocy opisanego wczesniej wzoru:

h a b
fa+h) = s+ F@hr [ [ @] [ ode| dbda

Sprébujmy teraz rozpisa¢ ponownie, pierwsza calke we wzorze:

/Oh /Oa f"(x)db da = /Oh [f" (x)b]g da = /Oh f"(x)a da = /Oh [;f//(x)cg]o _ %f//(x)hg

YLaczac to wyprowadzenie z naszym wczesniejszym réwnaniem, otrzymujemy:
1 h a b
flx+h)=f(z)+ f(2)h + if”(x)h2 + / / / f"(z + c)dc db da
o Jo Jo

Latwo zauwazy¢, ze podobnie jak wczesniej — wyrazenie w calce jest rozpisywalne przy pomocy naszego
wczesniejszego réwnania co wigcej, taka procedure mozna powtarza¢ w nieskoniczono$é (technicznie,
tyle razy ile razy rézniczkowalna jest funkcja f(x) — w powyzszym wzorze to latwo zauwazy¢). W ogdlnosci
wzOr ten mozna sprowadzié¢ do:

> £(n)
flthy =3
n=0 :

Powyzszy wzér jest nazywany réwnaniem / wzorem Taylora.

Zwrbéémy uwage, ze w praktyce czesto nie bedziemy mogli nieskoniczenie wiele razy rézniczkowaé f. Nieskon-
czenie dlugie obliczenia leza niestety poza naszym zasiegiem. Na szczescie mozemy im zapobiec rozpisujac
ten wzér dla konkretnego, N-tego rozwinigcia funkcji wzorem Taylora:

i N)(z + 0h
fl@+h) = flz)+ 2_:1 %f(")(x)h" + %M

. _ ™ (z46h) ;N . ) . PP L. . . .
gdzie Ry (x,h) = ~———7——h" jest reszta Lagrange’a. Mozna réwniez pokazac, ze reszta ta ma nastepujaca

wlasnoécé: R L
lim 7]\[(%’ )

=0
h—0 hN
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Oznacza to, ze reszta Ry (x, h) aproksymacji wzorem Taylora maleje do 0 w tempie szybszym niz wielomian
N-tego stopnia.

Twierdzenie 3: Wzér Taylora f: R — R.
Niech f:D CR — R oraz f € ON w kazdym punkcie odcinka [z, x + h]. Wéwczas dla pewnego 6 mamy:

fN)(x + 6h)

o

N-1 1
flo+h)=f@)+ ) —f™(@)h" +
n=1

Twierdzenie Taylora jest czesto wykorzystywane do przyblizania funkcji rzeczywistych, wiec warto o nim
pamietac.

Rozwinigcie funkcji w szereg Taylora 1 1 2 stopnia:
1
fle+h) = f@) + f'(x)h+ 5 " (2)h?

Przyklad 2. Rozwin funkcje f(z) = sinx w szereg Taylora w okolicy punktu zy = 0.

Wyznacz pochodne funkcji:

(sinz) = cosz
(sinz)” = —sinz
(sinz)"” = —cosx

(sinz)® =sinz

Mozna zauwazy¢, ze wzorzec te powtarza sie dla pochodnych wyzszego rzedu. Wyznaczym teraz
pochodng w punkcie 0.

sin0 =0
(sin0) =1
(sin0)” =0

(sin0)" = —1
(sin0)® =0

Uzywajac wzoru Taylora otrzymujemy:

-1
sin(x):O+1x—0x2+?x3+0x4+...
B ¥ 2d
I TR T TR

Przy wykorzystaniu jezyka R rozwinmy przykladowa funkcje w szereg Taylora 1 i 2 stopnia: f(z) = %

e
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# Dane wejsciowe
f <- function(x) x"2/exp(x)

3 x0 <- 2.5

h_seq <- seq(0, 10, length = 100)

# Pochodne numeryczne
dif <- function(f, x, h
d2f <- function(f, x, h

10°-6) (f(x+h)-f(x))/h
107-6) (f(x+2xh)-2*f(x+h)+f(x))/h"2

# Aproksymacja Taylora funkcji f wokol xO
taylor_1 <- function(f, x, h) f(x)+d1f(f, x)*(h-x)

taylor_2 <- function(f, x, h) f(x)+d1f(f, x)*x(h-x)+1/2xd2f(f, x)*(h-x)"2

# Wykresy

plot(h_seq, f(h_seq), type=’1l’, col=’black’, xlab = ’x’, ylab = ’y’)

lines(h_seq, taylor_1(f, x0, h_seq), col=’red’)

lines(h_seq, taylor_2(f, x0, h_seq), col=’blue’)

legend (7.8, 0.55, legend=c(’f(x)’, ’taylor_1’, ’taylor_27’),
col=c(’black’, ’red’, ’blue’), lty=1, cex=1)

Listing 1: Przyklad rozwiniecia funkcji w szereg Taylora

o — i
o — taylor_1
— ftaylor_2
< |
o
™
@
>
o™
o
A
o
2

?figurename? 1.3: Przyklad: rozwiniecie funkcji w szereg Taylora

1.2.3 Warunki Drugiego Rzedu f: R — R

1-7

Wskazaliémy wczedniej, ze Warunki Pierwszego Rzedu stanowia warunki konieczne (tj. kazde ekstremum
bedzie posiadaé taka wlasno$é), ale niewystarczajace (tj. sa punkty, ktére ekstremami nie sa, a réwniez
posiadaja taka wlasnosé). W celu weryfikacja czy dany punkt stacjonarny jest ekstremum, nalezy wykorzystaé

warunki dostateczne — Warunki Drugiego Rzedu.
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Twierdzenie 4: Warunki Drugiego Rzedu f: R — R.
Niech f :D CR — R, f € C™. Jezeli dla pewnego x € D zachodzi: f'(z) = 0, f’(z) = 0,..., f*=V(z) =0,
ale f™)(x) # 0, to:

1. jesli n jest parzyste, to funkcja f ma w punkcie x ekstremum; jesli f() (z) > 0 to jest to minumum,
f™(z) <0 to jest to maksimum

2. jesli n jest nieparzyste, to funkcja f ma w punkcie T nie ma ekstremum.

?proofname? Ze wzoru Taylora dla pewnego 0 < # < 1 mamy:
flx+h)= ii ! — f™)(z + on)n™
= k! (n)'

a poniewaz f'(x) =0, f"(x) =0,..., f=D(z) =0 to:

Flar+ ) = (@) + o fO) a + om)n”

flz+h)— flz)= %f(”)(x + Oh)R"

Kiedy 7 jest parzyste, i f)(z) > 0, ze wzgledu na parzysto$é n, mamy h" > 0. Ze wzgledu na
ciagloéé funkeji f) w punkcie n wiemy, ze istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego h : 0 < |h| < 0
mamy () (z4h) > 0, a wiec takze (™) (z+6h) > 0. Oznacza to, ze funkcja f ma w tym miejscu
minimum. Analogiczne mozemy wykaza¢ przypadek maksimum. O

1.3 Optymalizacja nieliniowa bez ograniczen, przypadek wielowy-
miarowy, tj. f : R" — R

We wczedniejszej czesci wykazaliSmy warunki optymalizacji dla przypadku jednowymiarowego — tj. sytuacji,
w ktoére mamy do czynienia z jedng zmienna decyzyjna. Natura probleméw optymalizacyjnych jest z reguty
jednak wielowymiarowa. Ponizej przedstawiamy analogiczny wywod w zakresie probleméw wielowymiaro-
wych.

Na poczatek jednak powinnismy wyprowadzi¢ kilka definicji z obszaru rachunku rézniczkowego funkeji wielu
zmiennych. Warto w tym przypadku siegnaé po podrecznik [BI86] — w szczegdlnosci poczatkowe rozdzialy.

Definicja 4: Pochodna kierunkowa

Niech f: D CR" - R, z € D oraz h € R" : x + h € D. Pochodng kierunkowa funkcji f w punkcie x w
kierunku h nazywamy funkcje:
df flz+th) — f(z)

an (@) = ¢
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Definicja 5: Pochodna czastkowa

Niech f : D C R® - R, z € D oraz h € R" : x + h € D. Pochodng czastkowa funkcji f w punkcie x
wzgledem zmiennej x;, ¢ = 1,2, ...n nazywamy funkcje:

af . df
s (z) = de. (z)

gdzie e; jest itym wersorem przestrzeni R™. Pochodna czastkowa f wzgledem x; jest wiec pochodna
kierunkowa f w kierunku itego wersowa, tj. przy h = e;

Definicja 6: Gradient funkcji

Niech f: D C R" — R, z € D. Gradientem funkcji f w punkcie x nazywamy funkcje V¢ (z) : R® — R™:

V() = [ffl(w), ;;m,...,;im}

Zwigzek miedzy Pochodng Kierunkowa a Gradientem? Jezeli istnieje gradient funkeji V ;(x) w punk-
cie x (co oznacza, ze f jest rézniczkowalna w x)

Vf(X): [arl,...,axn

to pochodna kierunkowa funkcji f w kierunku wektora h jest rowna iloczynowi skalarnemu gradientu funkcji
f 1 wektora h

afaf]

a _

- Vi(xlh) =Vs(x) xh

1.3.1 Warunki Pierwszego Rzedu f: R" — R

Twierdzenie 5: Warunki Pierwszego Rzedu f : R™" — R.
Niech f:D CR" —» R, f € C'. Jezeli funkcja f posiada ekstremum w punkcie x, to Vy(z) =0

?proofname? Rozwazmy funkcje ¢,(t) = f(x + th) oraz h € R™ : z + h € D. Poniewaz f ma
ekstremum w z, to g ma ekstremum w ¢ = 0. Zatem ¢'(¢t) = 0 dla t = 0, co bedzie oznaczane
jako ¢'(t)|t=0 = 0. W konsekwencji:

g(t+4) —g(t) flz+Ah) — f(x) _ df

~ A% A ~ dh

gt = lim

Lim (x) =Vyi(z)h=0
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Przyktad 3. Przyklad. Niech f(x) = 2% + 23. Znajdz ekstrema funkcji f(z).

V() = [;{1(@, ;’;;(x)} — (201,205 = [0.0]

1.3.2 Warunki Drugiego Rzedu f: R" — R

Do wyprowadzenia warunkdéw drugiego rzedu potrzebujemy wskazaé na uogélnienie pochodnej drugiego rzedu
dla przypadku funkcji wielu zmiennych: tzw. macierz Hessego.

Definicja 7: Macierz Hessego

Niech f: D C R” — R, z € D. Macierzg Hessego Hy(z) nazywamy macierz:

i 9% f
Ox? (I) tt Ox10x, (:Z?)
Hy(z) = : . :
82 8%
Ba:nc{wl (.’E) e awg (.’E)

Uwaga! Macierz Hessego, jest macierza symetryczna wtedy, gdy wszystkie pochodne czastkowe drugiego

stopnia sa ciagle (tzw. twierdzenie Schwarza). Oznacza to, ze: 8523’;_ (x) = aa?égx- (x)
10z, 50z,

Dodatkowo, wcze$niej wyprowadziliémy wzér Taylora dla przypadku jednowymiarowego; ponizej jest wzor
Taylora w przypadku wielowymiarowym.

Twierdzenie 6: Wz6r Taylora f: R" — R.
Niech f: D C R® — R oraz f € C? w kazdym punkcie odcinka [z, x + h]. Wéwczas dla mamy:

fl@+h) = f(z) + Vi(@)h + %hTHf(x)h + R(x,h)

Twierdzenie 7: Warunki Drugiego Rzedu f : R" — R.
Niech f :D CR™ — R, f € C%. Jezeli w x* zachodzi

1. Vi(z*) =0, oraz

2. Hf(ﬂ?*) >0

Wtedy w x* jest minimum lokalne f.
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?proofname? 7 twierdzenia Taylora dla R™ mamy:

1-11

Pl h) = F@) + Vs @)h+ SHTH )+ ol %) = f(z) + 5hHy()h+ ol |bf?)

czyli f(z+h)— f(z) = $hT Hy(x)h+o(|h|?). Z twierdzenia Rayleigh’a, warto$¢ formy kwadratowej

hT H(z)h mozemy ograniczyé z dotu przez Amin|h|?:

—_

fle+h) - flz) = %hTHf(x)h +o(|h*) = 5 Amin|h[* + o(|h]?)

2
Dla dostatecznie maltych h mamy wiec f(x + h) — f(z) >0

To co nam jeszcze pozostaje, to sprawdzi¢ kiedy Hy(z*) > 0, tj. macierz Hy(z*) jest
okreslong.

Twierdzenie 8: Kryterium Sylwestera.
Niech A bedzie symetryczng macierzq o wartoSciach rzeczywistych:

a1 a2 ... QG1n
a1 Q22 ... 0G2n
an,1 Gn,2 coo Gn,n
Minorami glownymi macierzy nazwiemy:
ail  ai2
a21 Q22
ai1 ai2 ’ ’
M, = a1 My = det ! ? ... M, = det . .
a1 a2 : ..
an,1  QAn,2

Wowcezas:

macierza dodatnio

a1,n
a2 .n

Gn,n

1. Macierz jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory glowne M; macierzy A

sq dodatnie.

2. Macierz jest ujemnie okreSlona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie parzyste minory glowne M;

macierzy A sq dodatnie, a wszystkie nieparzyste minory glowne M; sq¢ ujemne.

Przyktad 4. Niech f(z) = 2% + 23. ZnajdZ ekstrema funkcji f(z):

Twierdzenie Warunkéw Pierwszego Rzedu:

V() = [;{1@), ;{2@} — (201,205 = [0.0]



Twierdzenie Warunkéw Drugiego Rzedu:

an( 9%f
2 m) Dx1 0% (x) 2 0
Hy([0,0]) = | 923 S = >0

Funkcja f(x) posiada jedno ekstremum (minimum) w punkcie [0, 0].

1-12
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2.4 Wlasnosci gradientu funkcji

Pojeciem juz wprowadzonym jest pojeciu gradientu funkcji — wektora pochodnych czastkowych. Gradient
funkcji bedzie czesto wykorzystywany w ramach wykladu, stad warto znaé jego dwie, istotne z perspektywy
optymalizacji, wtasnoéci. Dla przypomnienia:

Definicja 8: Gradient funkcji

Niech f : D C R* — R, z € D. Gradientem funkcji f, jest funkcja V¢(z) : R* — R™ w punkcie
nazywamy funkcje:

Vi) = | gL @) @) )]

Pamietajmy, ze:

Zwigzek miedzy Pochodna Kierunkowa a Gradientem? Jezeli istnieje gradient funkcji Vy(x) w
punkcie x (co oznacza, ze f jest rézniczkowalna w x)

_|of of
Vi(x) = [axl,...,axn]

to pochodna kierunkowa funkcji f w kierunku wektora h jest réwna iloczynowi skalarnemu gradientu funkcji
f i wektora h

Twierdzenie 9: Gradient jest kierunkiem najszybszego wzrostu wartosci funkcji.

Proof. Niech |h| = 1, tj. bedzie znormalizowanym wektorem. Wtedy stopa wzrostu wartosci
funkcji f w punkcie z w kierunku h jest dana przez pochodna kierunkowsa %(w). Wyznaczmy
w takim razie kierunek h, ktory maksymalizuje stope wzrostu wartosci funkcji f, tj. kierunek
maksymalizujacy pochodna kierunkowa:

%(x) = Vyi(@)h = |Vy(@)[[hlcos(Vj(x), h) = |V (x)|cos(V s (z), h)

dla |[Vs(z)| > 0 oraz cos(V¢(z),h) € [—1,1] stopa wzrostu wartosci funkeji f jest najwieksza,

gdy cos( 7(z),h) = 1, co implikuje, ze h wskazuje ten sam kierunek co V(x). Oznacza to, ze

h=rv Ez§| =
FAYY

2-1



2-2 MO Zajecia 2: Optymalizacja analityczna z ograniczeniami

Twierdzenie 10: Gradient jest ortogonalny wzgledem warstwicy funkcji.

Proof. Niech f : R — R, 2* = (z},...,z}) oraz Vy(z*) # 0. Niech r : R — R" taki, ze
r(tg) = z*. Warto$é funkeji jest stala dla wszystkich punktéw z zadanej warstwicy (zgodnie z
definicja warstwicy) oraz: Vyer f(r(t)) = c. Wtedy % (f(r(t)) = V(r(t))%(t) = 0. W szczegdl-
nosci Vy(r(to)) % (to) = 0. Poniewaz % (ty) jest przestrzenia styczna do warstwicy funkcji f w
x*, oznacza to wtedy, ze V(z*) jest prostopadla do warstwicy funkcji. O

2.4.1 Warunki Pierwszego Rzedu w przypadku ograniczen réwnosciowych

Twierdzenie 11: Twierdzenie Lagrange’a, Metoda mnoznikéw Lagrange’a.
Niech f: D C R* — R, f € Ct. Jezeli funkcja f posiada w x ekstremum pod warunkiem h(z) = 0, gdzie
h:R™ = R™, h e Cl, wpunkcie z, to

Vi(z) + A\'Dh(z) =0
Dla h: R™ - R (w przypadku gdy jest jedno ograniczenie).
Vi(x)+ AVi(z) =0
Przyklad 5. Niech f(z) = 2% + 23, oraz h(z) = 2} + 22%. ZnajdZ ekstrema funkcji f(z) p.w.
h(z) = 1. Z Warunkéw Pierwszego Rzedu (FOC) uzyskujemy:

Co daje nam 4 rozwiazania:
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Figure 2.4: Wizualizacja ograniczen rownosci Warunkéw Pierwszego Rzedu

Przyklad 6. Znajdz Maksymalny Poziom Produkcji.
Niech f : R? — R bedzie funkcja Cobba-Douglasa:

f(z,y) = 10021 y1

gdzie
r oznacza jednostki pracy
y oznacza jednostki kapitatu

Zal6zmy, ze kazda jednostka pracy kosztuje 2008, a kazda jednostka kapitatu kosztuje 2508. Mamy
budzet 50.000$ na wszystkie wydatki. ZnajdZ maksymalny poziom produkcji oraz ilo$é zakupionej
pracy i kapitatu.

Rozwiagzanie:

Symboliczna forma stalej:

g(z,y) = 200z + 250y

= g(z,y) = 50000
2002 + 250y = 50000 } 9(.y)

Teraz zapiszmy funkcje Lagrange’a

L(z,y,\) = 100zy7 — A(200z + 250y — 50 000)
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Zmajdzmy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a

L 1 1
g—x(x,y, A) =757 1yT — 200\ =0
L 3 3
g—y(x,y, A) =25z1y~1 — 250\ =0
OL

(z,y,\) = —200z — 250y + 50000 = 0
O\

Teraz rozwiazmy powyzsze réwnania

75z~ Tyt — 200\ = 0
2521y~ 1 — 250\ = 0
—2002 — 250y 4 50000 = 0

Podstawmy drugie réwnanie do pierwszego

75z~ Tyt — 250\ = 0
25ziyT — 250\ = 0
z=—(y—100)%

Thx~ Tyt — 250\ — 25z yd - 250\ = 0
x = —(y—200)%

Podniedmy obie strony rownania 1 do potegi 4

3-1ix_1y=x~y
x = —(y—200)%

r=3- 1%y

x = —(y —200)%

r = 187.5

y =50
Sprawdzmy funkcje ograniczenia

g(187.5,50) = 187.5 - 200 + 50 - 250 = 50 000

Obliczmy mnoznik Lagrange’a A

200\ = 75(187.5) 7% (50)
A~ 0.375 - 0.27024 - 2.6591478
A~ 0.27

2.4.2 Warunki Drugiego Rzedu w przypadku ograniczen réwnos$ciowych
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Twierdzenie 12: Warunki Drugiego Rzedu Twierdzenia Lagrange’a.
Niech f :DCR® - R, h:R® — R™, h € C2. Niech istniejq takie x oraz \, Ze:

1. Vi(z) + NTDh(z) =0, oraz
2. VeT(a),z£0 Mamy ZTHL(m)z >0
Wtedy punkt x nazywamy minimum funkcji f, pod warunkiem h(z) = 0. T(x) nazywamy przestrzenig
styczng, tj: T(z) = {z € R" : 2TDh(z) = 0}. W przypadku, gdy m = 1, mamy T(z) = {z € R" :
2TV (x) = 0}
Przyklad 7. Rozwazmy 4 rozwiazania, ktore uzyskaliémy z FOC.

L. [x1,22] = [07 %}, A=-1

2127 Vi(2) = [21, 2] 221, 422] T = [21, 22)] [0’ \;;} -

4
210+ 20— =0= 2z = [, (]

V2

0
0

S =

.07 Hy o, aalo0] = o0 | 2HF ) O T = a0 | § 0 il =a? >0

(SIS

2. [x1,x0) = [07—%}, A= —
A

3. [1’1,1’2] = [1,0], =-1

2: 2TV (x) = [21, 22][221, 422]T = [21, 2] [1,0] = 0

211+ 200 =0=2z = [0, 0]

10, o] T Hy ([e1, 22))[0, o] = [0, 0] { 2%” 4£A } 0,0] = [0,a]” { o } [0,0] = 20 < 0

4. [56171‘2] = [71,0]7 A=-—1

2.4.3 Warunki Pierwszego Rzedu w przypadku ograniczen nieré6wnosciowych

Twierdzenie 13: Warunki Pierwszego rzedu Karush-Kuhn-Tucker, KKT.
Niech f : D CR® —» R, f € C! bedzie funkcjq celu, oraz h : R® — R™, h € C* oraz g : R® — RP, g € C!
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bedq ograniczeniami. Jezeli x jest ekstremum, to istnieje taki zestaw A = (A1,..., \p) oraz = (1, - - -, bn)
ze:

1. Stationarity condition: Vy(z) + > "1 AV, (o) + >ieq 1V () =0
2. Primal feasibility: V=1, hi(x) =0 and Vi=1, pg:(z) <0
3. Dual feasibility: Vi—1,. p, pti > 0 «— dla minimum

4. Complementary slackness: V=1 ., pigi(z) =0

Przyklad 8. f(z) = 2? + 22 ograniczona przez [r1, 2] : g(z) = 2 + 223 — 1< 0

Z FOC mamy:

[2z1, 23] + p[221,422) =0

2x1 + p2x1 =0=21(1+ ) =0
2xo + pdas = 0= x2(1 +2X) =0

Co daje nam 5 rozwigzan:

1. [z1,22] = [0, %}, "= —% Dual feasibility

2. [x1,20) = [0, —%}, W= —% Dual feasibility

3. [r1,22] =[1,0], p = —1 Dual feasibility
4. [z1,22] = [-1,0], p = =1 Dual feasibility

5. [r1,22] =[0,0], =0 Stationarity condition

Rozwiazania od 1-4 posiadaja wartosci ;o < 0. Nie spelniaja one zatem warunku Dual feasibility.
Jedynym rozwiazaniem, ktére je spelnia jest rozwiazanie numer 5.
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Figure 2.5: Wizualizacja ograniczen nieréwnosci Warunkéw Pierwszego Rzedu

2.4.4 Warunki Drugiego Rzedu w przypadku ograniczen nieréwno$ciowych

Twierdzenie 14: Twierdzenie SOC (Twierdzenie KKT).
Niech f :DCR® =R, h:R* = R™, he C?, g:R* = RP, g € C%. Niech istniejqg takie x, \ oraz u, ze:
1. Vy(x) + NTDh(z) + p'Dg(z) = 0, oraz 2. V,er(z) .20 mamy 2T Hyzyz > 0

Wtedy punkt x nazywamy minimum funkcji f, zwigzane h(z) = 0.

T(z) nazywamy przestrzenig styczng, tj: T(z) = {z € R™ : 2TDh(z) = 0}. W przypadku, gdy m = 1,
mamy T(z) = {z € R" : 2TV} (z) = 0}

2-7
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Zajecia 3: Aproksymacje numeryczne

Daniel Kaszyriski

3.5 Robznice skonczone

Réznice skoniczone to wyrazenia matematyczne w postaci f(z + b) — f(z + a). Jesli podzielimy réznice
skonczong przez b — a, otrzymamy iloraz réznicowy. Sa one czesto stosowane w metodach réznic skonczonych
do numerycznego rozwiazywania rownan rozniczkowych.

3.5.1 Roébznice skonczone wstecz i w przod

Najpopularniejszymi metodami aproksymacji pochodnych sa réznice skoficzone wstecz i w przod.

Definicja 9: Pochodna funkcji

Pochodng funkcji f : R — R opisana przez réznice skonczong w przéd nazywamy:

Fa)= Y (a) = i TEHD 2T () (3.11)

h—0 h
Pochodng funkeji f: R — R opisana przez réznice skonczona wstecz nazywamy:
d — —h
fl(x) = di(x) = lim M (3.12)
x

h—0 h

Algorytmy rézniczkowania numerycznego szacujace pochodng funkcji matematycznej przy uzyciu réznicy
skoniczonej w przdd lub réznicy skoniczonej wstecz obarczone sa bledem O(h) (mozna to udowodnié przy
pomocy twierdzenia Taylora).

7 twierdzenia Taylora wiemy, ze:

flx+h) = f(x) + f'(x)h+ %f”(x)h2 + %f”’(x)h?’ + (3.13)

Wyrazenie to mozemy przeksztalci¢ na:
1 1
Fl@h=fle+h) = f(z) = 5" @h* = <" (@) = ... (3.14)

i dzielac to wyrazenie przez h otrzymujemy:

F(z) = w - %f”(x)h - %f’“(x);ﬂ - (3.15)

Mozemy wiec wywnioskowaé, ze blad réznicy w przéd jest rzedu O(h).

3-1
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Stosujac te samg metodologie, mozemy przeksztalci¢ ponizszy wzér:

fla = h) = f@) = @t 3 f @R = < f @ (3.16)
we wzOr na réznice wstecz:
f(z) = W + %f”(:c)h - %f’“(x);ﬂ — . (3.17)

Réznica wsteczna ma réwniez blad rzedu O(h).

3.5.2 Centralna réznica skonczona

Oprécz wezesniejszych dwdch sposobow przyblizania pochodnej funkceji, mozna wskazaé réwniez trzeci, wyko-
rzystujacy réznice centralng. Ta metoda jest czasami nazywana pochodng symetryczna.

Definicja 10: Centralna réznica skoniczona funkcji

Pochodng funkcji f : R — R opisana przez centralng réznice skoniczona nazywamy:

_df fl@+h)—flx—h)
_ﬁ(x)_hli% 2h

f'(@) (3.18)

Algorytmy rézniczkowania numerycznego szacujace pochodna funkcji matematycznej za pomoca réznicy
centralnej obarczone sa bledem O(h?). Jest to preferowane, gdyz blad jest wtedy mniejszy niz w przypadku
poprzednich metod (pamigtajmy, ze zaktadamy iz h — 0).

Podobnie jak w przypadku opisanych wczesniej przyblizen, z twierdzenia Taylora mozemy wyprowadzi¢ wzor
na réznice centralng. Tym razem jednak bedziemy potrzebowaé dwédch réwnan wyjsciowych:

Pl ) = @)+ F @t 3 f @R + o f @ (3.19)
Fla—h) = f@) — @)+ 3 f @R — < f @ (3.20)

Odejmujac od siebie oba powyzsze wzory, otrzymujemy:
1
flx+h)— f(x—h)=2f(x)h + gf'"(:r)h3+... (3.21)

f’(m) _ f($+h)2_hf<x_h) _ %f///(m)h?) - (3.22)

3.6 Blad anulowania subtraktywnego

Obliczajac pochodne funkcji, mozemy napotkaé problemy nie tylko natury matematycznej (tj. przejscie
z rachunku rézniczkowego na rachunek réznic skonczonych), ale takze techniczne/sprzetowe. Jednym z pop-
ularnych probleméw tego rodzaju jest blad anulowania subtraktywnego.

Podczas stosowania arytmetyki zmiennoprzecinkowej mozemy napotkaé¢ btad anulowania subtraktywnego.
Kiedy komputery pracuja z liczbami rzeczywistymi, musza w jakis sposéb przechowywaé w tych liczbach
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potencjalnie nieskoniczona liczbe miejsc po przecinku. W tym celu wykorzystuja m.in. zmienne typu float,
ktore stanowia skonczone przyblizenie liczb rzeczywistych. Wiekszoé¢ jezykéw programowania wykorzystuje
standard techniczny arytmetyki zmiennoprzecinkowej zwany IEEE 754. Niestety, w ten sposéb czesciowo
traci sie precyzje, ale jest to spowodowane ograniczona pamiecia komputera.

Btad anulowania subtraktywnego to zjawisko, ktore moze wystapi¢ podczas odejmowania dwoéch prawie
rownych liczb. Liczby zmiennoprzecinkowe w komputerach maja ograniczona precyzje i gdy odejmie sie dwie
liczby o bardzo zblizonej wartosci, w wyniku moze wystapi¢ utrata cyfr znaczacych.

Przykltad 9. Niecha =0.3+0.34+0.4—1orazb=-1+0.3+0.3+0.4.

Kierujac sie prosta matematyka, mozemy stwierdzi¢, ze a jest rowne b. Niestety obliczenia wykonane
na zmiennych zmiennoprzecinkowych moga nie da¢ tego samego wyniku.

1 a <- 0.3+0.3+0.4-1
2 b <= -1+0.3+0.3+0.4

4+ print(a == b) # FALSE
5 print(a) # 0O
6 print(b) # 5.551115e-17

Listing 2: Przyktad btedu anulowania subtraktywnego w jezyku R

W tym przyktadzie obliczenia wykonane w celu uzyskania a i b moga daé bardzo zblizone, ale jednak
rézne wartosci. Wyniki moga nie by¢ na tyle doktadne, na ile mozna by sie spodziewaé, ze wzgledu na
blad anulowania subtraktywnego. Doktadnosé wyniku zalezy od liczby cyfr znaczacych, ktére mozna
przedstawi¢ w formacie zmiennoprzecinkowym. Trzeba zatem pamigtaé, ze przy odejmowaniu zmi-
ennych typu float moze wystapié¢ btad, ktéry choé niewielki, moze zepsué niektore proste poréwnania
i obliczenia.

Aby zlagodzi¢ bledy anulowania subtraktywnego, mozna zastosowaé rézne techniki i algorytmy, takie jak
zmiana uktadu wyrazenia, aby unikna¢ odejmowania prawie réwnych liczb lub w razie potrzeby uzyé aryt-
metyki o wiekszej precyzji. Ponadto zrozumienie ograniczen arytmetyki zmiennoprzecinkowej i swiadomosé
potencjalnych zrédet btedéw jest kluczowa podczas pracy z obliczeniami numerycznymi w programach kom-
puterowych.

3.7 Zlozona pochodna schodkowa

Aby uniknaé¢ problemu bledu anulowania subtraktywnego oméwionego w poprzedniej sekcji, mozna zas-
tosowaé rozne metody oraz transformacje wzoréw. Jednym z mozliwych rozwiazan jest uzycie ztozonej
pochodnej schodkowej (ang. Complex Step Derivative). Gléwna idea tej metody jest wykorzystanie réw-
nania Taylora i liczb zespolonych w celu wyeliminowania koniecznosci odejmowania dwéch zmiennych zmi-
ennoprzecinkowych.

Zacznijmy od réwnania Taylora uzywajac liczb zespolonych:

f(x +ih) = f(z)+ f'(x)ih — %f”(x)hQ - éf”’(x)ihs + ... (3.23)

Zakltadajac, ze chcemy obliczy¢ pierwsza pochodna funkcji, musimy przeksztaltci¢ wzor:

F(@)ih = f(z +ih) — f(x) + % P (2)h? + % F@)ibE + (3.24)
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Nastepnie musimy wyizolowa¢ pochodna. Mozemy zacza¢ od podzielenia obu stron przez h:

! _f(x+lh)_f(x) 1 " 1 " 272
fl(x)i= W + §f (x)h + éf (x)ih” + ... (3.25)

Aby otrzymac tylko pochodna, musimy zadbaé takze o cze$é urojona:

f/(.%‘) —Im (f($+l};3_f(l')) —‘y—%f’”(l‘)hQ—F... (3.26)

Na szczescie jesteSmy w stanie usunaé % f"(x)h, poniewaz nie zawiera czeSci urojonej. Uprosci to nasza
formute, ale nadal nie jest tak dobra, jak by$my sobie tego zyczyli. Nie pozbylidémy sie jeszcze odejmowania
dwdch instancji funkeji. W tym celu powinnidmy rozdzieli¢ pierwszg czesé naszego wzoru:

F(z) = Im (W) —Im (‘f%@) + %f’”(m)lf + ... (3.27)

Mozemy zauwazy¢, ze Im (%) nie ma czedci urojonej. Mozemy wiec usunaé¢ go z naszego réwnania. W

ten sposob otrzymujemy wzor, ktory pomaga uniknaé problemu btedu anulowania subtraktywnego:

F'(z) = Im <f<""”h“h)) + %f’”(x)hQ . (3.28)

Ten wzér jest esencja ztozonej pochodnej schodkowej. Jest to czwarty juz wspomniany sposéb obliczania
pochodnej funkcji. Metoda ta jest obarczona bledem O(h?) i nie wymaga odejmowania od siebie dwéch
instancji funkcji f.

3.8 Poréwnanie réznic skonnczonych

Aby lepiej zrozumieé réznice pomiedzy opisanymi réznicami skonczonymi, warto przeprowadzié¢ test dla
prostej funkcji. Niech f = sin(z?). Korzystajac z zasad rézniczkowania symbolicznego, mozemy wnioskowad,
ze f'(x) = 2wcos(x?).

Niech u = 22. Wtedy, % = 2x oraz % = cos(u) = cos(z?). Jedli polaczymy te informacje, otrzymamy

nastepujace rownanie:
df  dudf 9
/ = —= —— =
fi(z) = 92 = o du 2x cos(z”) (3.29)

Dla pewno$ci mozemy uzy¢ jezyka programowania R do obliczenia pochodnej funkcji f. W tym celu musimy
najpierw zaimportowaé biblioteke Deriv, ktora stuzy do obliczania pochodnych:

if (!require(Deriv)) install.packages(’Deriv’);

Listing 3: Importowanie biblioteki Deriv

Korzystajac z bibliotek zewnetrznych, warto jest sprawdzaé¢ ich dokumentacje. W jezyku programowania R
mozna to zrobi¢ dodajac znak ’?’ przed nazwg biblioteki:

# Dostep do dokumentacji biblioteki
?Deriv

Listing 4: Dostep do dokumentacji biblioteki Deriv
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Nastepnie korzystajac z tej biblioteki mozemy obliczyé pochodna funkcji f:

f <- function(x) sin(x"2);

df <- Deriv(f)

cat(’f = ’, deparse(f)[2], ’\n’)
cat(’df = ’, deparse(df)[2], ’\n’)

Listing 5: Pochodna funkcji f obliczona przy pomocy biblioteki Deriv

W wyniku tych obliczen otrzymujemy:

f = sin(x~2)
df = 2x cos(x"2)

Wykresy funkcji f i jej pochodnej df wygladaja nastepujaco:

— X
— df(x)

f(x)
0
Il

-3 -2 -1 0 1 2 3

X

Figure 3.6: Wykresy funkcji f i jej pochodnej df

Oczywiscie, aby poréwnaé rézne rodzaje aproksymacji pochodnych funkcji w jezyku programowania R, na-
jpierw musimy posiadaé¢ implementacje tych metod. Znajac definicje i wzory metod, stworzenie ich imple-
mentacji nie jest trudnym zadaniem. Przykladowe definicje moga w kodzie wyglada¢ nastepujaco:
diff_forward <- function (f, x, h = 10°-6) (f(x + h) - f(x)) / (h);

diff_backward <- function (f, x, h = 10°-6) (f(x) - f(x - h)) / (h);

diff_central <- function (f, x, h 10°-6) (f(x + h) - f(x - h)) / (2xh);
diff_complex <- function (f, x, h 10°-6 ) Im(f(x + h*x1i )) / (h);

Listing 6: Implementacje réznic skonczonych

Nastepnie mozemy sprawdzi¢ roznice w wartoéciach otrzymanych w wyniku tych przyblizen w podanym
punkcie xg = 1. Ponizszy fragment kodu zapewnia nam wartosci dla kazdej skonczonej réznicy:

x0 <- 1
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cat(’df = > , format( df(x0), nsmall = 20 ), " \n ")
C A R S e e e e e et >, " \n ")

5 cat(’diff_forward = > , format( diff_forward(f, x0), nsmall = 20), " \n ")
cat (’diff_backward = ’> , format( diff_backward(f, x0), nsmall = 20), " \n ")
cat(’diff_central = ’> , format( diff_central(f, x0), nsmall = 20), " \n ")

s cat(’diff_complex = ’ , format( diff_complex(f, x0), nsmall = 20), " \n ")

Listing 7: Wartosci uzyskane przez réznice skoniczone dla punktu zg =1

df = 1.08060461173627953002
diff_forward 1.08060346903915416306
diff_backward 1.08060575443325035394
diff_central 1.08060461179171340973
diff_complex 1.08060461173868294082

Jak wida¢ wartosci te sg do siebie zblizone i nie odbiegaja od rzeczywistej wartosci pochodnej funkcji. Metoda
diff_complex osiagnela najlepszy wynik, poniewaz jest najblizsza wartosdci prawdziwej pochode;j.

Oprécz sprawdzenia poszczegdlnych wartosci funkcji dla kazdej ze skonczonych réznic, mozemy réwniez
wykonaé¢ wiele innych poréwnan. Przyktadowo mozemy wykresli¢ jak szybko blad wzgledny zbiega sie do
0 w odniesieniu do wszystkich réznic numerycznych. Wykres stworzony w tym celu, powinien mie¢ skale
wyktadnicza, poniewaz wszystko co nas interesuje bedzie mialo miejsce w bardzo waskich przedziatach. Aby
poprawi¢ widoczno$é, zaleca sie stosowanie skali logarytmicznej.
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Figure 3.7: Blad wzgledny dla kazdej ze skonczonych réznic na f
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1 # Definicja osi x
2 h <- exp(log(10) * seq (-20, 0, length.out = 1000))

1 # Wykres bledu wzglednego dla roznicy ’w przod’

5 plot(h, abs((df(x0) - diff_forward(f, x0, h)) / df(x0)), col = ’blue’,

6 log = ’xy’, type = ’1’, ylab = ’Relative Error’, ylim = c(10 ~- 16, 1))

s # Dodanie do wykresu roznicy ’wstecz’, centralnej oraz zlozonej pochodnej schodkowej

o lines(h, abs((df(x0) - diff_backward(f, x0, h)) / df(x0)), col = ’green’)

10 lines(h, abs((df(x0) - diff_central(f, x0, h)) / df(x0)), col = ’black’)

11 lines (h, abs((df(x0) - diff_complex(f, x0, h)) / df(x0)), col = ’red’)

12

13 # Dodanie legendy do wykresu

14 legend (’bottomleft’, c("diff_forward", "diff_backward", "diff_central", "diff_complex"),

15 col = c("blue" , "green" , "black" , "red"), lty = 1)

Listing 8: Implementacja wykresu bledu wzglednego

Jak wida¢ na powyzszym wykresie, charakterystyka zmian bledu wzglednego w zaleznosci od h jest rézna
dla kazdej metody aproksymacji. Sledzac wartoéci wzgledem osi h od prawej do lewej, mozemy zobaczy¢,
jak blad wzgledny zbiega sie do zera (lub w wiekszosci przypadkéw przynajmniej prébuje sie zbiegaé). Dla
kazdej skonczonej réznicy mozemy zdefiniowaé¢ nastepujace zachowanie:

o diff forward oraz diff_backward - Réznica skoniczona w przdd i réznica skoficzona wstecz zachowywaly
sie bardzo podobnie przy prébie zbiegania do zera. Obie metody osiagnely minimalny blad przy
h wynoszacym okolo le — 08. Od tego momentu blad zaczal jednak rosnaé. Bylo to spowodowane
opisanym wczesniej bledem anulowania subtraktywnego (patrz sekcja . Blad spowodowany odje-
ciem dwéch zmiennych zmiennoprzecinkowych dla mniejszych wartoéci h znaczaco wptywal na jakoéé
wynikéow w tych przypadkach.

e diff_central - Centralna réznica zachowywala sie podobnie do dwéch wczesniej opisanych metod, z
kilkoma zauwazalnymi réznicami. Po pierwsze, na poczatku metoda ta osiggata minimum znacznie szy-
bciej w okolicach 1e — 05. Nachylenie zbiegania bledu wzglednego dla tego przyblizenia bylo znacznie
bardziej strome. Bylo to spowodowane faktem, ze réznica érodkowa obarczona jest bledem O(h2). Co
wiecej, wartosci btedéw wzglednych pozostawaly érednio nieco ponizej wartosci uzyskiwanych w przy-
padku réznic skonczonych w przéd i wstecz.

e diff_complex - Ze wszystkich opisanych metod najlepiej wypadla aproksymacja zlozonej pochodnej
schodkowej. Nie tylko zbiegala do zera w tempie poréwnywalnym z réznicg centralna, ale takze nie byta
dotknieta problemem bledu anulowania subtraktywnego. Pozwolilo to na osiagniecie w tej metodzie
wartosci bledéw wzglednych bliskich zeru w takim stopniu, ze jezyk R nie rozréznial ich od zera (dlatego
zniknely z wykresu).

3.9 Automatyczne rézniczkowanie

Automatyczne rézniczkowanie (ang. automatic differentiation), znane réwniez jako rézniczkowanie algoryt-
miczne lub autoréznicowanie, to technika stosowana do wydajnego i dokladnego szacowania pochodnych
funkcji matematycznych. Podstawowym celem tej techniki jest automatyczne obliczanie pochodnych danej
funkcji, co czyni ja szczegdlnie przydatng w optymalizacji, uczeniu maszynowym i obliczeniach naukowych.

Automatic differentiation rézni si¢ od rézniczkowania symbolicznego i numerycznego. Rézniczkowanie sym-
boliczne napotyka wyzwania podczas przeksztalcania programu komputerowego w ujednolicone wyrazenie
matematyczne, co czesto skutkuje nieefektywnym kodem. Z drugiej strony rézniczkowanie numeryczne, wyko-
rzystujace metode réznic skonczonych, ktéra moze wprowadzaé bledy w procesie dyskretyzacji. Te tradycyjne
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metody sprawiaja takze problemy przy obliczaniu pochodnych wyzszego stopnia. Natomiast automatyczne
roznicowanie skutecznie rozwigzuje wszystkie te problemy.

Aby w pelni zrozumieé, jak dziala automatyczne rézniczkowanie, musimy najpierw zapoznaé sie z kilkoma
podstawowymi koncepcjami, ktére za nim stoja. Po pierwsze, rozklad rézniczek zapewniony przez regule
lancuchowsq pochodnych czastkowych ma fundamentalne znaczenie dla automatycznego roézniczkowania.

Regula lancuchowa to pojecie w rachunku rézniczkowym, ktore opisuje jak znalezé pochodna funkcji ztozone;j.
Jedli mamy zlozenie dwdch funkeji f(x) i g(x) takie, ze f(g(z)), to regula lancuchowa pozwala zbadaé
czy pochodna tego zlozenia po x jest iloczynem pochodnej f wzgledem jej argumentu g(x) i pochodnej g
wzgledem z:

Lo = (7o 0)w) = 2 = Fg(@)g' o) (3.30)

Kolejna kwestia, na ktéra warto zwrécié uwage jest fakt, ze automatyczne réznicowanie wykorzystuje grafy
obliczeniowe (jawnie lub nie). Graf obliczeniowy jest reprezentacja wyrazenia matematycznego lub procesu
obliczeniowego. Powszechnie uzywana sie go do wizualizacji i zrozumienia przeptywu obliczen zwiazanych
z ocena funkcji lub wykonaniem serii operacji.

Wigkszo$é wzoréw matematycznych mozna podzielié na seri¢ podstawowych operacji arytmetycznych (np.
dodawanie, mnozenie, potegowanie). Aby utworzy¢ graf obliczeniowy, najpierw tworzymy wierzchotki. Wierz-
cholki grafu obliczeniowego reprezentuja operacje lub funkcje matematyczne. Kazdy wierzcholek posiada
przypisane do siebie dzialanie, takie jak dodawanie, mnozenie lub bardziej ztozona operacja. Krawedzie
w grafie przedstawiaja przeptyw danych lub zaleznosci pomiedzy operacjami. KrawedZ miedzy wierzchotkami
wskazuje, ze wynik pierwszej operacji jest uzywany jako wejscie dla drugiej operacji. Dane wej$ciowe na grafie
obliczeniowym sg zwykle przedstawiane jako wierzchotki bez krawedzi przychodzacych, podczas gdy wyjscia
to wierzcholki bez krawedzi wychodzacych.

Przyklad 10. Niech f(z1,22) = (cos(3L) + 3L — sin(z2)) (3L — sin(z2)). Graf obliczeniowy takiej

funkcji wygladalby nastepujaco:
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Figure 3.8: Przyktadowy graf obliczeniowy funkeji f(x1,z2)
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Kolejna istotng czescia algorytmu jest uzycie liczb podwdjnych (ang. dual numbers). Dzigki nim w kazdym
wierzchotku grafu obliczeniowego nie tylko obliczymy wartosci liczbowe funkcji, ale jednoczesnie obliczymy ich
pochodne. Ten prosty trik pomoze nam ponownie wykorzystaé fragmenty obliczone w poprzednich krokach
w przyszlych operacjach. Jednoczeénie ograniczamy sie do obliczania pochodnych tylko prostych operacji
arytmetycznych.

W jezyku programowania R mozemy zaimplementowaé takie liczby podwdjne za pomoca programowania
obiektowego:
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DualNumber <- function(val, eps=0) {
obj <- list(val = val, eps = eps)
class (obj) <- "DualNumber"
return (obj)

Listing 9: Implementacja liczb podwdjnych

Na koniec pozostaje jeszcze kwestia obliczenia wynikéw poszczegélnych operacji na grafie obliczeniowym.
Eleganckim sposobem podejécia do tego problemu jest uzycie przecigzanie operatoréw (ang. operator
overloading). Kazdy operator (taki jak ,+” lub ,-”) mozemy go wykorzysta¢ do zdefiniowania innego za-
chowania, specjalnie dostosowanego do naszych liczb podwdjnych.

Stwérzmy przeciazenia dla kazdej z podstawowych operacji. Na poczatek mozemy zaczaé¢ od operatora do-
dawania ,,+”:

"+" <- function (x, y) {
if (class(x) == "DualNumber") {
val <- x$val + y$val
eps <- x$eps + y$eps
return (DualNumber (val, eps))
} else {
.Primitive ("+") (x, y)
}
}

Listing 10: Przeciazenie operatora dodawania

Kazdy operator jest funkcja, ktéra przyjmuje dwa parametry jako dane wejsciowe i podaje wynik. Najpierw
powinno sie rozrézni¢ wplyw operatora na liczby podwdjne i inne wartosci (dla ktérych dziatanie operatora
pozostanie niezmienione). Jesli chcemy dodaé dwie liczby podwdjne, musimy dodaé zaréwno ich wartodci, jak
i wartosci ich pochodnych. Nastepnie mozemy zwrédci¢ nowo utworzony wynik jako dual number.

Postepujac w podobny sposéb mozemy zaimplementowaé przeciazanie operatora dla operatora odejmowania

-" <- function (x, y) {
if (class(x) == "DualNumber") {
val <- x$val - y$val
eps <- x$eps - y$eps
return (DualNumber (val, eps))
} else {
.Primitive ("-") (x, y)
}
}

Listing 11: Przeciazenie operatora odejmowania

Przy przeciazaniu operatora mnozenia ,*” warto przypomnie¢ sobie wzdr Leibniza (wzér stuzacy do wyz-
naczania pochodnych iloczynu dwéch funkeji):

(f(@)g(x))" = f'(2)g(x) + f(2)g'(x) (3.31)

"x" <- function (x, y) {
if (class(x) == "DualNumber") {
val <- x$valx*y$val
eps<-y$val*x$eps + x$val*y$eps
return (DualNumber (val, eps))
} else {
.Primitive ("*") (x, y)



Listing 12: Przeciazenie operatora mnozenia

Jako ostatni operator, ktéry opracujemy na potrzeby tej przykladowej implementacji, mozemy przeciazy¢
operatora potegowania. Pomocny moze okazac si¢ wzér na pochodna funkcji potegowe;j:

d

! k k—1
x)=—(x")=kx 3.32
f'(w) = 5 () (332)
Nalezy tylko pamieta¢ o pomnozeniu wartosci uzyskanej z tego wzoru przez obliczona wczesniej wartos¢
pochodnej:
"~" <- function (x, k) {
if (class(x) == "DualNumber") {
val <- x$val-k

eps <- k*x$val~(k-1)*x$eps

return (DualNumber (val, eps))
} else {

.Primitive ("~ ") (x, k)

}
}

Listing 13: Przeciazenie operatora potegowania

Do dziatania algorytmu automatycznego rézniczkowania wystarcza dual numbers i przeciazone operatory.
Teraz mozemy przejs¢ do testowania algorytmu.

Przykltad 11. Niech A =5 z uwzglednieniem pierwszej zmiennej, B = 4 z uwzglednieniem drugiej
zmiennej oraz C' = 7 z uwzglednieniem trzeciej zmiennej. Ponadto, niech f(x1,z2,23) = 23 + 1122 +
To + x3:

# Deklaracja wartosci DualNumer
A <- DualNumber (5, c(1,0,0))
B <- DualNumber (4, c(0,1,0))
C <- DualNumber (7, c(0,0,1))

# Obliczanie wartosci funkcji f(A, B, C).
A2 + A¥B + A + C

Listing 14: Przyktad automatycznego rézniczkowania

Gdy wykonamy te obliczenia, otrzymamy nastepujace wyniki:
$val

[1] 57

$eps

[1] 1551

attr(,” class”)

[1] ”DualNumber”

Wykonujac prosta operacje na liczbach typu dual number, mozemy otrzymaé zaréwno warto$¢ funkeji
f, jak i warto$é pochodnej po kazdej ze zmiennych wejéciowych. Co wiecej, otrzymane wartodci dla
$eps sg dokladnie gradientem funkeji f w danym punkcie.

3-10
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4.10 Pochodna kierunkowa i pochodna czgstkowa

Pochodna kierunkowa funkcji mierzy, jak funkcja zmienia si¢ w okre$lonym punkcie w kierunku danego
wektora. Innymi stowy okresla szybko$¢ zmian funkcji w okreslonym kierunku. Mierzy on wplyw przesuniecia
funkcji f o wektor h.

Definicja 11: Pochodna funkcji jednowymiarowej

Pochodng funkcji f : R — R nazwiemy funkcje:

/ df . fe+d) - f(x)
file) = () = lim ————"— (4.33)

Kiedy mamy do czynienia z funkcja jednowymiarowa, domyslnie zaktadamy, ze wektor h jest po prostu réwny
1. Oznacza to, ze przesuniecie w dziedzinie x jest mnozone przez 1 podczas poruszania sie w tej przestrzeni. W
bardziej ogélnym przypadku, zwlaszcza gdy operujemy na funkcjach wielowymiarowych, mozemy poruszac
sie po roznych wektorach h. Nalezaloby je zatem uwzgledni¢ we wzorze.

Definicja 12: Pochodna kierunkowa funkcji

Pochodng kierunkows wielowymiarowej funkcji f : D C R* > R,z € Dorazh e R : xa +h €D w
punkcie x wzdluz wektora h nazwiemy funkcje:

G St - f)
o) = i L (30
U (2, 0) = V() = V52 ] cos(a) (4.35)

gdzie V() jest gradientem funkeji f, a « jest katem pomiedzy wektorami Vy(x) oraz h.

Pochodna czastkowa jest szczegélnym przypadkiem pochodnej kierunkowej. Pochodna czastkowa opisuje
szybkos¢, z jaka funkcja wielu zmiennych zmienia sie wzgledem jednej ze swoich zmiennych. Zasadniczo jest
to pochodna funkcji wzgledem jednej z jej zmiennych niezaleznych, traktujaca pozostate zmienne jako stale.
Pochodna czastkowa jest takze wrazliwoscia funkc;ji.

4-1
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Definicja 13: Pochodna czastkowa

Niech f : D C R® - R, z € D oraz h € R™ : x + h € D. Pochodng czastkowa funckji f w punkcie x
wyliczana po wartosci x;, ¢ = 1,2, ...n nazwiemy funkcje:

0 ) de;) —
agi(m):di;(x):[%%f(x"' 65) f(@)

gdzie e; jest i-tym wersorem przestrzeni R™. Pochodna czastkowa funckji f wyliczana po wartosci z;
jest zatem a pochodna kierunkows f w kierunku wyznaczanym przez i-ty wersor, co oznacza ze h = e;.

4.11 Jadro (w algebrze liniowej)

Jadro w algebrze liniowej reprezentuje zbiér rozwiazan lub wektoréw, ktére ,znikaja’ lub sa mapowane na
wektor zerowy w ramach danej transformacji liniowej lub operacji macierzowej. Pojecie jadra ma funda-
mentalne znaczenie w algebrze liniowej i posiada rézne zastosowania, w tym wsparcie przy rozwiazywaniu
uktadéw réwnan liniowych i zrozumieniu wlasciwosci przeksztatcen liniowych.

Rozwazmy mape liniowa reprezentowang jako macierz m X n o nazwie A ze wspolczynnikami w polu K,
ktora operuje na wektorach kolumnowych x z n komponentami w odniesienu do K. The kernel of this linear
map is the set of solutions to the equation Az = 0, where 0 is understood as the zero vector.

N(A) = Null(A) = ker(A) = {x € K" | Ax =0}. (4.36)
Jadro przestrzeni n-wymiarowej jest macierza tozsamosciows o rozmiarze n. Méwiac prosciej, jest to macierz

kwadratowa n x n z jedynkami na gléwnej przekatnej (od lewego gérnego do prawego dolnego rogu) i zerami
w pozostalych miejscach.

€1 €2 ce €3
er ril 0 ... 0
e2 |0 1 ... 0
ker(Apxn) = )
en LO 0 1

Kazdy wiersz tej macierzy (zwany takze wersorem przestrzeni) jest oznaczany jako e;, gdzie i = 1,2,...n.
Wiersze te sg przydatne przy obliczaniu pochodnej czastkowej funkcji (patrz Definicja 4)).

4.12 Optymalnosé¢ w przestrzeni wielowymiarowej

Podczas rozwiazywania problemdéw zwiazanych z funkcjami wielowymiarowymi, czesto mamy za zadanie
znalez¢é ekstremum tych funkcji. Jesli uzywamy do tego metod lokalnych, powinnismy wyznaczyé¢ wektor,
ktorego kierunek wskaze nam dane ekstremum. Metody lokalne, jak sama nazwa wskazuje, uwzgledniaja
tylko najblizsze sasiedztwo punktu w rozpatrywanej przestrzeni. Majac to na uwadze, najprostszym sposobem
znalezienia ekstremum jest podazanie w kierunku najszybszego zmniejszania (lub zwigkszania) funkeji. Wek-
tor wskazujacy w tym kierunku jest szukanym, optymalnym wektorem.

Optymalnos¢ wymaga od nas wczedniejszego okredlenia dwoch warunkdw:
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o Okreslenia rozpatrywanej funkcji oceny,

e Wyboru, czy chcemy zminimalizowac¢, czy zmaksymalizowaé dana funkcje.

Funkcja oceny w wiekszoéci przypadkéw jest po prostu badang funkcja f. Mozemy rowniez zauwazyé, ze
minimalizacja funkcji i maksymalizacja funkcji sa bardzo podobnymi zadaniami. W rzeczywistosci mozemy
zastapi¢ minimalizacje funkcji maksymalizacja odwrotnosci tej funkcji.

— f=x2+1
— (9

min(f(x))

max(=f(x))

argmin f(x) = arginax(—f(x)) (4.37)

x
Przyktad 12. Niech f(z,y) = 22 +2y? oraz xo = (2, 3). Wykres takiej funkcji wygladalby nastepu-
jaco:
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Figure 4.9: Funkcja f(z) = 2% + 2¢?
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Funkcja f posiada ekstremum w punkcie (0, 0). Gdyby$my mieli znalezé to ekstremum zaczynajac
z dowolnego startowego punktu xg, musielibySmy znalez¢é optymalny wektor reprezentujacy najszyb-
szy spadek funkeji f. Wektor ten jest reprezentowany przez antygradient badanej funkeji (—V(z)).

/Smf(@

Figure 4.10: Wektor o punkcie zaczepienia xg, ktory reprezentuje najszybszy spadek funkcji f

Pochodna kierunkowa moze pomdc w znalezieniu optymalnego wektora. Jesli chcieliby$my zminimalizowaé
funkcje (jak w przypadku [Przykiadu 1f), nalezaloby wykorzysta¢ wzér na pochodna kierunkowa:

argmin %(x, h) = argmin |V (x)||h| cos(<(V f(z), h)) (4.38)
h h

Zakladajac, ze dlugosé gradientu Vy(z) jest stala i dlugo$é wektora h jest réwniez stala, gléwnym parame-
trem, ktérym mozemy sterowaé, jest kat pomiedzy tymi wektorami (cos(<(Vf(x),h))). Gradient wskazuje
nam kierunek najszybszego wzrostu wartosci funkcji. Naturalnie, jedli chcemy zminimalizowa¢ funkcje, powin-
nismy wybrac kierunek odwrotny - antygradient. Potwierdza to réwniez wzér zamieszczony powyzej, poniewaz
cos(180°) jest réwny -1, podczas gdy diugosci wektoréw sa zawsze wartodciami dodatnimi.
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Figure 4.11: Wykres funkcji cosinus

4.13 Metoda spadku gradientu prostego (gradient descent)

Metoda spadku gradientu prostego (ang. gradient descent) to algorytm optymalizacji powszechnie stosowany
w celu minimalizacji nieliniowych funkcji analitycznych. W wigkszoéci przypadkdéw za funkcje te przyjmuje sig
funkcje kosztu lub straty w uczeniu maszynowym lub innych problemach optymalizacyjnych. Celem metody
gradientu prostego jest iteracyjne dazenie do minimum funkcji poprzez dostosowywanie jej parametréw.

Definicja 14: Metoda spadku gradientu prostego (gradient descent)

Biorac pod uwage, ze metoda gradientu prostego jest algorytmem iteracyjnym, punktem obliczonym
w (k — 1)-tym kroku algorytmu na bazie funkcji f : D C R" — R, z € D nazywamy:

Tyl = Tk — OtVf(l‘k) (4.39)

gdzie k € N jest numerem iteracji, a jest wspdlczynnikiem dlugoéci krokéw (learning rate), a V y(zk)
jest gradientem funkcji f w punkcie xy.

Ogdlna koncepcja polega na powtarzaniu krokéw w kierunku przeciwnym do gradientu (lub numerycznie
przyblizonego gradientu) funkeji w kazdym kolejnym punkcie, poniewaz jest to kierunek najbardziej stromego
opadania wartosci funkcji. Z drugiej strony, krok w kierunku gradientu doprowadzi do lokalnego maksimum
tej funkcji.
Przyktad 13. Biorac pod uwage wzor na metode gradientu prostego funkcji f, niech z; = zg —
aVy(xg), gdzie zp jest punktem startowym algorytmu, z; jest nastepnym punktem wyliczonym
zgodnie z kierunkiem najwigkszego spadku funkcji oraz parametr a = 0.1.

Postepujac w ten sam sposéb, mozemy réwniez obliczyé punkty mozliwe do uzyskania w kolejnych
iteracjach algorytmu:

o 1y =1x1 —aVy(z)
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o 13 =13 —aVy(x2)

o x4 =1x3—aVy(xs) (...)

Niech f(x) = 22 oraz zq = 1. Wartosci kolejnych punktéw zg, 21, Z2... w metodzie gradientu prostego
WYNOSZg:

1-01-2=0.8

0.8—0.1-1.6 =0.64

0.64 —0.1-1.28 =0.512

0.512 —0.1-1.024 = 0.4096 (...)

o 11 =1z — aVy(xo

(o)
o z9 =11 —aVy(x)
o 13 =1uy—aVy(za)

(z3)

o x4 =x3 —aVy(xs

2.0

15

1.0

f(x) =x°
0.5

-1.0

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figure 4.12: Zbieganie kolejnych wartosci punktéw xg, 1, o... do ekstremum funkcji f(z) = 22 po ustawieniu
parametru o = 0.1

Uzywajac jezyka programowania R mozemy napisaé prosta implementacje metody gradientu prostego. Przede
wszystkim potrzebujemy funkcji do obliczenia gradientu. Mozemy do tego uzyé¢ grad(f,z) z biblioteki
numDeriv lub mozemy zaimplementowac jg od zera w nastepujacy sposéb:

if (!require(docstring)) library(docstring) # Biblioteka do dokumentacji kodu!

num_grad <- function(f, x, h = 10°-6){
#’ Centralny Gradient Numeryczny
#)
#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za wyznaczenie gradientu numerycznego
#’ poprzez obliczenie wektora srodkowych pochodnych czastkowych.
#J
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9 #’ @param f funkcja. Funkcja, ktorej gradient wyznaczamy.

10 #’ @param x wektor numeryczny. Punkt, w ktorym wyznaczany jest gradient
11 #’ numeryczny.

12 #’ @param h skalar. Skonczona wartosc roznicy.

13 #’
14 #° Qusage num_grad(f, x)
15 #’

16 #’ Q@return Wektor pochodnych czastkowych funkcji f.

o
B

<- length(x)
19 g <- rep(NA, n) # wstepna alokacja pamieci do przechowywania gradientu
<- diag(n)

V)
(0]

22 # obliczanie pochodnych czastkowych
23 for(i in 1 : n) glil = (f(x+h*el[i,])-f(x-h*el[i,]))/(2%h)
24 return(g)

Listing 15: Implementacja gradientu numerycznego

4-7

Powyzsza funkcja posiada komentarze umozliwiajace podglad dokumentacji funkcji. Dokumentacja ta za-
wiera krétki opis, parametry wejsciowe i zwracane wartoéci. Dostep do dokumentacji mozemy uzyskaé za

pomoca nastepujacego polecenia:

1 # Zapewnia dostep do dokumentacji
2 ?num_grad

Listing 16: Funkcja umozliwiajaca dostep do dokumentacji
Po uruchomieniu tego polecenia wyswietli si¢ nastepujaca dokumentacja:

Centralny Gradient Numeryczny

Description

Funkcja odpowiedzialna za wyznaczenie gradientu numerycznego poprzez obliczenie wektora srodkowych pochodnych czastkowych.
Usage

num_grad(f, x)

Arguments

£
funkeja. Funkeja, ktorej gradient wyznaczamy.

X
wektor numeryczny. Punkt w ktorym wyznaczany jest gradient numeryczny.

h
skalar Skonczona wartosc roznicy.

Value

Wektor pochodnych czastkowych funkeji £

Figure 4.13: Dokumentacja docstring funkcji gradientu numerycznego

Teraz mozemy przetestowaé dziatanie napisanej przez nas funkcji gradientu numerycznego. Aby to zro-
bi¢, najpierw musimy przygotowaé¢ parametry wejsciowe. Nastepnie mozemy wywolaé wspomniana funkcje,

sprawdzi¢ jej wyniki i opcjonalnie przeprowadzi¢ dodatkowe testy wydajnosciowe.
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# Parametry wejsciowe
my _fun <- function(x) 2*x[1]"2 + x[2]"2
c(3,4) -> x0 # Uwaga! Strzalki nie tylko w lewo!

# Wyniki

my_fun(x) # 2%3°2+4°2 = 17 # Sprobuj takze: sin(x"2);
x0 <- c(-3, -2)

my_fun(x0) # 2x(-3)"2+(-2)"2 = 22

num_grad (my_fun, x0, 10°-6) # zwraca wektor [-12, -4]

# Test 1
if (!require (numDeriv)) library(numDeriv) # Biblioteka do obliczen numerycznych
grad (my_fun, x0) # gradient

hessian(my_fun, x0) # hessian

# Test 2

if ('require(Deriv)) install.packages(Deriv); # Biblioteka do obliczen symbolicznych
my_fun <- function(x, y) 2*x"2 + y~2

df <- Deriv(my_fun)

cat(’f = ’, deparse(my_fun)[2], ’\n’)

cat(’df = ’, deparse(df) [2])

Listing 17: Testowanie gradientu numerycznego

Majac pod reka dziatajaca implementacje funkcji gradientu, mozemy przejsé do tworzenia wlasciwej funkcji
implementujacej metode spadku gradientu prostego:

gradient _descent <- function(f, x, a = 0.1, K = 100){
#’ Metoda Gradientu Prostego
#7
#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za obliczenie metody gradientu prostego
#’ dla funkcji f po K stopniach.
#1
#’ @param f
#’ Q@param x wektor numeryczny. Punkt startowy algorytmu.
#° Oparam a skalar. Opcjonalny parametr okreslajacy learning rate (domyslnie 0.1).
#’ Q@param K

funkcja. Funkcja docelowa algorytmu.

skalar. Opcjonalny parametr okreslajacy maksymalny limit iteracji (domyslnie

100) .
#’
#’ Qusage gradient_descent(f, x, a, K)
#,

#’ Qreturns
#’ Lista wynikow zawierajaca nastepujace elementy:
#’ * x_opt: znalezione rozwiazanie,

#’ * f_opt: wartosc funkcji docelowej w znalezionym rozwiazaniu,
#’ * x_hist: historia badanych rozwiazan,

#’ x* f_hist: historia wartosci funkcji docelowej,

#’ * t_eval: czas, jaki uplynal podczas obliczen algorytmu.

start_time <- Sys.time ()
results <- list(x_opt = x,
f_opt = f(x),
x_hist = matrix(NA, nrow = K, ncol = length(x)),
f_hist = rep(NA, K),
t_eval = NA)

results$x_hist[1,] <- x
results$f_hist [1] <- f(x)

for(k in 2: K){
# opis przejscia od punktu x_k do x_k+1

x_new <- x - a * grad(f, x)

# sprawdzenie, czy nowe rozwiazanie
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}

# jest najlepsze do tej pory

if (f(x_new) < results$f_opt){
results$x_opt <- x_new
results$f_opt <- f(x_new)

}

results$x_hist[k,] <- x_new
results$f_hist [k] <- f(x_new)

X <- X_new

}
# roznica czasu pomiedzy koncem i poczatkiem algorytmu
results$t_eval <- Sys.time() - start_time

return(results)

Listing 18: Implementacja metody gradientu prostego

1
Przyklad 14. Niech f(z1,22) = gaz% + 2% oraz xo = (3,4).
Funkcja f w punkcie xg przyjmuje warto$¢ 17—. Po wykonaniu K = 100 iteracji napisanej przez nas

implementacji metody gradientu prostego wartos¢ ta spadta do okoto 0.00711, dzieki czemu jest o
wiele blizsza globalnemu minimum funkcji f - czyli zeru. Uzyskane wartosci funkcji f na kazdym
etapie tego algorytmu mozna zobaczy¢ na ponizszym wykresie:

15

m f(x)

_12 2
—§x1+x2
10
!

f(x)

0 20 40 60 80 100

Iteracja

Figure 4.14: Wartosci funkcji f stopniowo uzyskiwane podczas 100 iteracji metody gradientu prostego

Mozemy wykresli¢ nie tylko wartosci obliczone przez ten algorytm, ale takze pozycje uzyskane w
kolejnych iteracjach w przestrzeni 2D. Sciezke pokonana przez algorytm metody spadku gradientu
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prostego mozna zobaczy¢ na ponizszym wykresie:

Figure 4.15: Sciezka przebyta przez algorytm metody gradientu prostego funkcji f w ciagu 100 iteracji w
przestrzeni 2D

4.14 'Tempo uczenia

Tempo uczenia (ang. learning rate) to hiperparametr, ktéry odgrywa kluczowa role w kontrolowaniu
wielko$ci kroku w kazdej iteracji algorytmu metody gradientu prostego. W kontekscie uczenia maszynowego
learning rate jest czesto reprezentowana przez symbol a. Wspdlczynnik learning rate okresla, jak bardzo
powinnidmy dostosowa¢ parametry wzgledem gradientu funkcji kosztu.

Dlaczego i jak sie¢ go uzywa? Rozwazmy nastepujacy przyktad:

Przyktad 15. Wiedzac, ze gradient wskazuje na najwiekszy wzrost funkcji f, niech x1 = x¢ —
V¢ (zo), gdzie x¢ jest punktem startowym algorytmu oraz 7 jest kolejnym punktem obliczonym w
kierunku najwiekszego spadku funkcji. Na razie zalézmy, ze tempo uczenia « jest réwne 1.

Postepujac w ten sam sposéb, mozemy obliczyé punkty w kolejnych iteracjach w podobny sposéb:

o x9 =11 — Vy(x1)

® I's = Tg — Vf(.’ﬂg)
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o x4 =1x3— Vy(xs) (...)

Niech f(z) = 2% oraz 29 = 1. Wiedzac, ze gradient funkcji jednowymiarowej jest prosta pochodna
tej funkcji, mozemy obliczyé punkty xg,z1, ... dla f(z):

[ ]
8
S
I
8
o
I
<
<
8
(=}

Jak widaé, po tak zdefiniowanych krokach osiagnieto swego rodzaju impas. Kolejne wartosci oscyluja
wokél ekstremum, nigdy sie do niego nie zbiegajac.

2.0

15

1.0

f(x) =x°
0.5

0.0
|

-1.0

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figure 4.16: Impas powstaly w wyniku wykorzystania calej wartosci gradientu przy obliczaniu punktéw
o, T1,T2...

Sytuacja jeszcze si¢ pogorszy, jedli zatozymy, ze funkcja f(z) = x*. Obliczajac punkty zg,x1,Ts...
otrzymujemy coraz wieksze wartosci:

=3
—3— ( 108) = 105
105 — 4 630 500 = —4 630 395
x3) ~ —4 630 395 — (—3.9711301e + 20) ~ —3.9711301e + 20 (...)

LCl—ZL'O—Vf o

X9 = T1 —

® I3 =19 — Vy(x2

A,_\/_\A

)
Vi(z1)
)
)

r4 =23 — Vy
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Jednym z mozliwych rozwiazan problemu przedstawionego w jest wprowadzenie pewnego
rodzaju parametru uczenia si¢ lub parametru wielkosci kroku (jakkolwiek chcemy go nazwacé). Ten parametr

bedzie odpowiedzialny za kontrolowanie rozmiaru krokéw, ktére wykonujemy w kazdej iteracji. Innymi stowy,
bylby odpowiedzialny za zmniejszanie wplywu gradientu na kazde z obliczenn. Wspomniany parametr jest
doktadnie tym, czego oczekujemy od learning rate. Jest to integralna czesd¢ metody gradientu prostego i ma
duzy wplyw na dzialanie tego algorytmu.

Learning rate to wazny hiperparametr, ktéry nalezy starannie wybrac¢. Jesli jest on zbyt maly, algorytm
moze osiagac zbieznosé bardzo powoli, wymagajac duzej liczby iteracji w celu osiagniecia minimum. Z drugiej
strony, jesli szybkos¢ uczenia sie jest zbyt duza, algorytm moze przeskoczy¢ minimum i nie osiagnaé zbieznosci
lub oscylowaé¢ wokdét minimum.
1

Przyklad 16. Niech f(z1,22) = gm% + a3 oraz xg = (3,4).

Sciezka przebyta przez metode gradientu prostego moze sie rézni¢ w zaleznoéci od wybranej wartosci

parametru learning rate. Niech a; = 0.1, 0 = 0.4 oraz ag = 0.8. Jak metoda gradientu prostego

zachowuje sie przy uzyciu tych parametréw, mozna zobaczy¢ na ponizszym wykresie:

Figure 4.17: Wplyw learning rate na Sciezke przebyta przez metode gradientu prostego na funkcji f.
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4.15 Metoda gradientu prostego w sieciach neuronowych

Metoda gradientu prostego jest czesto uzywana przy pracy z sieciami neuronowymi. Jest to podstawowy
algorytm optymalizacyjny lezacy u podstaw uczenia sieci neuronowej. Celem uczenia jest minimalizacja
funkeji kosztu, ktéra mierzy réznice miedzy przewidywanymi wynikami sieci neuronowej a rzeczywistymi
wartos$ciami docelowymi.

Algorytm ten dobrze nadaje sie do uzycia podczas optymalizacji funkcji wieloargumentowych. Problemy, do
rozwiazywania ktorych wykorzystuje sie sieci neuronowe, czesto dotycza wlasnie takich funkcji. Jednym z
typowych zadan, do jakich wykorzystuje sie sieci neuronowe, jest miedzy innymi klasyfikacja obrazéw.

Tworzac sie¢ neuronowa, nalezy okresli¢ jej architekture, w tym liczbe warstw, liczbe neuronéw w kazdej
warstwie oraz funkcje aktywacji. Pierwsza warstwa neuronéw, bedaca warstwa wejéciowa, jest bezposrednio
powiazana z rodzajem danych wejsciowych. W przypadku klasyfikacji obrazéw liczba neuronéw w tej warstwie
jest zwykle réwna liczbie pikseli analizowanego obrazu pomnozonej przez 3 przy uwzglednieniu koloréw (dla
kazdego z kanaléw RGB).

16px

9 16-16 -3 = 768

16px

Figure 4.18: Liczba pikseli pomnozona przez 3 kanaly RGB jako dane wejsciowe dla sieci neuronowe;j

Oprécz warstwy wejsciowej musimy rowniez okresli¢ liczbe neuronéw w warstwach ukrytych i warstwie wyjs-
ciowej. Liczba i struktura warstw ukrytych moze si¢ rézni¢ w zaleznoéci od wybranego podejscia do bu-
dowy sieci neuronowej. Liczba neuronéw w warstwie wyjéciowej odpowiada jednak zwykle liczbie mozliwych
wynikéw — kategorii.

Kazdy neuron w sieci ma polaczenia z sasiednimi warstwami. Polaczenia te, podobnie jak neurony, maja
specjalne parametry zwane wagami. Wagi reprezentuja sile potaczen miedzy neuronami w réznych warst-
wach sieci neuronowej. Kazde polaczenie migdzy neuronami jest powiazane z waga, ktora jest dostosowywana
podczas procesu uczenia, aby umozliwi¢ sieci dokonywanie doktadnych predykcji. Istnieja réwniez dodatkowe
parametry, zwane bias, ktore umozliwiaja sieci przesuniecie funkcji aktywacji. Zapewniaja modelowi elasty-
czno$¢ pozwalajaca uwzgledni¢ sytuacje, w ktérych sygnal wejsciowy neuronu jest niewystarczajacy, aby
go aktywowac. Bias-y sa dostosowywane podczas uczenia wraz z wagami, aby poprawi¢ ogdlna wydajnosé
sieci. W warstwie sieci neuronowej wyjscie kazdego neuronu oblicza sie poprzez zastosowanie wazonej sumy
wejé¢, po ktorej nastepuje funkcja aktywacji. Matematycznie wynik O; neuronu j w warstwie jest okreslony
wzorem:

Oj =0 (Z Wij - Ti + bj> (440)

i=1
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gdzie w;; jest waga polaczenia miedzy neuronem ¢ w warstwie poprzedniej oraz neuronem j w biezacej
warstwie, z; jest wejsciem z neuronu %, b; jest biasem neuronu j, o jest funckja aktywacji, a n jest liczba
neurondéw w poprzedniej warstwie.

Wagi i bias-y sa poczatkowo wybierane losowo, ale nalezy je dostosowaé¢ podczas uczenia sieci neuronowej. Jak
mozna sie spodziewaé, wyniki sieci inicjowanych losowo w wiekszosSci przypadkéw nie sa dobre. Aby oszacowaé
skuteczno$¢ sieci neuronowej, tworzona jest tak zwana funkcja kosztu. Jest to miara matematyczna, ktéra
okredla réznice miedzy przewidywana warto$ciag wyjsciowa sieci a rzeczywistymi wartosciami docelowymi.
Popularna funkcja kosztu uzywana w problemach regresyjnych, gdzie celem jest przewidzenie wartoéci ciagle;j,
nazywana jest bledem $redniokwadratowym (MSE). Blad $redniokwadratowy to $rednia kwadratéw réznic
miedzy warto$ciami przewidywanymi i rzeczywistymi:

n

MSE = %Z(yz —5i)° (4.41)

i=1

gdzie n jest liczba danych, y; jest wartoécia docelowa, a g; jest uzyskana wartoécia wyjsciowa.

Mozemy mysleé¢ o funkcji kosztu jako o funkeji, ktora jako dane wejéciowe przyjmuje wszystkie wagi i bias-y
sieci, a na wyjsciu otrzymuje jedna liczbe stanowiaca ocene wydajnosci sieci. Ta funkcja wieloparametrowa
jest nastepnie minimalizowana za pomoca metody gradientu prostego. Wektor utworzony za pomoca metody
gradientu prostego zawiera szereg zmian, jakie powinny nastapi¢ w kazdej z wag i bias-6w, aby zblizy¢ sie
do minimum funkcji kosztu — tak aby wyniki uzyskane przez sie¢ byty blizsze oczekiwanym wynikom.

VC(wy,wr, ..., wy) (4.42)

gdzie VC jest gradientem uzytym w algorytmie, n jest suma wszystkich wag i bias-6w oraz w,, jest wartoécia
n-tej wagi.

4.16 Metoda najszybszego spadku (steepest descent)

Metoda najszybszego spadku (ang. steepest descent) to kolejny algorytm optymalizacji powszechnie stosowany
w celu minimalizacji nieliniowych funkcji analitycznych. W swojej strukturze jest bardzo podobny do metody
gradientu prostego. Celem metody najszybszego spadku jest réwniez iteracyjne dazenie do minimum funkcji
poprzez dostosowanie jej parametrow. Jednak w przeciwienstwie do metody gradientu prostego nie ustawiamy
7z géry parametru learning rate algorytmu. Podajemy jedynie maksymalng warto$¢ tempa uczenia (maksy-
malna wielko$¢ kroku w kierunku antygradientu), a nastepnie algorytm sam okresla optymalna warto$¢ tego
parametru.

Definicja 15: Metoda najszybszego spadku (steepest descent)

Biorac pod uwage, ze metoda najszybszego spadku jest algorytmem iteracyjnym, punktem obliczonym
w (k — 1)-tym kroku algorytmu na bazie funkcji f : D C R" — R, z; € D nazywamy:
Th1 = Tk — Wk—pest V 1 (Tk) (4.43)

gdzie k € N jest numerem iteracji, Vs(xy) jest gradientem funkcji f w punkcie zx, a agp—_pest jest
wspolczynnikiem learning rate znalezionym podczas g krokéw przeszukiwania liniowego.
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Korzystajac z tego algorytmu, nie tylko podejmujemy kroki w optymalnym kierunku, ale takze automatycznie
wybieramy najlepszy rozmiar tych krokéw. Najlepszy rozmiar kroku lub learning rate mozemy obliczy¢ na
kilka sposobdéw. Jednym ze sposobow jest skorzystanie ze wzoru na metode gradientu prostego i uzycie go
do obliczenia jego pochodnej po learning rate, czyli a. Znalezienie minimum tej pochodnej datoby nam
optymalny parametr .

aj = argmin 4 (xr — aVi(zr)) (4.44)
w  do

Niestety, z tym rozwiazaniem jest pewien problem. Gdybysmy w naszym réwnaniu uzyli pochodnej, otrzymal-

ibyémy algorytm symboliczny. Implementacja takiego algorytmu wymagaltaby od nas umiejetnosci szybkiego

obliczenia pochodnej dowolnej funkcji. Nie zawsze jest to latwe zadanie. Komputerom tatwiej jest wykonywaé

obliczenia przy uzyciu algorytméw numerycznych. To prowadzi nas do kolejnego rozwiagzania — przyblizenia

optymalnej wartosci learning rate.

Aby przyblizy¢ wielko$¢ kroku, mozemy przeszukaé liniowo rézne punkty wzdtuz kierunku wskazywanego
przez antygradient i sprawdzi¢, jakie wyniki dzieki nim uzyskamy. Oczywiscie nie chcemy przeszukiwac
nieskonczonej liczby punktow, jakie mozemy znalezé na tej prostej. W tym celu nalezy ustawi¢ maksymalny
zasieg wyszukiwania (czyli gbrna granice « - qypq.) oraz punkt poczatkowy wyszukiwania xj. Jednakze na
odcinku znajduje sie réwniez nieskonczona liczba punktéw. Dlatego tez ustawiamy rowniez parametr g, ktéry
okresla ile punktéw powinnismy sprawdzi¢ na tym odcinku.

Metoda najszybszego spadku przypomina algorytm metody gradientu prostego z jedna kluczows réznica. W
kazdym kroku algorytmu wyznaczamy punkty g w kierunku antygradientu i ustawiamy je w réwnej odlegtosci
od siebie na odcinku dtugosci kontrolowanym przez ,q.. Jest to réwnoznaczne z dyskretnym przejSciem
przez g krokéw od a = 0 do & = 4, 1 wybraniem najlepszego wyniku.

Xo

przeszukane punkty g

Figure 4.19: Punkty badane podczas jednej iteracji metody najszybszego spadku na funkcji f
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Jest to podejécie w pewnym sensie heurystyczne. Algorytm ten nie poda nam optymalnej wartosci wielkosci
kroku, lecz jej przyblizenie. Jednakze, przy odpowiednio dobranym parametrze g uzyskamy wartosé bliska
optymalnej przy relatywnie niskim koszcie obliczeniowym. Glowng zaleta tego algorytmu w poréwnaniu z
metoda gradientu prostego jest lepiej dostosowana wielkos¢ kroku w kazdej iteracji. Niestety ma to tez swoje
wady — m.in. wyzsze koszty obliczeniowe pojedynczej iteracji, co jednak czesto w dluzszej perspektywie jest
rekompensowane lepsza jako$cia uzyskanych krokow.

1
Przyklad 17. Niech f(z1,22) = 3 (21)2 + (22)? oraz Taare = (3,4).
Dodatkowo niech parametrami metody najszybszego spadku beda anq, = 51 g = 1000. Jak algorytm

zachowuje sie przy uzyciu tych parametréw, mozna zobaczy¢ na ponizszym wykresie (wraz ze Sciezka
utworzona przez metode gradientu prostego):

<
~
o
~
|
ka/ B Gadient descent |-
kw_/ W Steepest descent |
Klz
_— e
T \16—//

Figure 4.20: Poréwnanie $ciezki uzyskanej przez metode najszybszego spadku i metode gradientu prostego
na funkcji f w przestrzeni 2D

Mozemy zaobserwowadé interesujacy wzoér na $ciezce utworzonej przez algorytm metody najszyb-
szego spadku. Kolejne kroki iteracji algorytmu tworza odcinki prostopadle do siebie. Ten sam wzor
sie powtarza i coraz bardziej zbliza sie do ekstremum funkcji. To zachowanie nie jest losowe ani
przypadkowe. Wynika ono z faktu, ze gradient funkcji w dowolnym punkcie nie musi wskazywac
ekstremum globalnego, ale kierunek najszybszego spadku wartosci funkcji. Wielko$¢ kroku jest dos-
tosowywana liniowo, az funkcja przestanie male¢ i osiagnie punkt stacjonarnosci. Dociera wowczas
do przestrzeni stycznej, gdzie funkcja przestaje male¢ (a w miare dalszego ruchu zaczyna rosnaé).
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Od nowo wyznaczonego punktu, gdyz lezy on na przestrzeni stycznej, kierunek najszybszego spadku
funkcji lezy pod katem 90° od kierunku ostatniego kroku.

<
O 00016
e 0.0014
0.0012
0.001
/—/ae_m\
6e-04
o /,/,,/—~”’”-~’__——_—_— ____——__——__ﬁ““\\\\\\\
o 4e-04
[=}
O_ —
(=}
2e-04
s kw‘/’/
kse—m
kse—m B Steepest descent|,
0.001 ————
0.0012
< 0.0014
o
? — 0.0016

-0.04 —-0.02 0.00 0.02 0.04

Figure 4.21: Zblizenie $ciezki uzyskanej przez metode najszybszego spadku na funkcji f w przestrzeni 2D

7 wykorzystaniem jezyka programowania R mozemy napisa¢ wlasna implementacje metody najszybszego
spadku. Po pierwsze potrzebujemy funkcji, ktora przeszuka liniowo najlepsze rozwigzanie na przestrzeni g
punktéw:

line_search <- function(f, x0, x1, g = 100) {
#’ Przeszukiwanie Liniowe
#J
#’ Q@description Funkcja pomocnicza odpowiedzialna za znalezienie najlepszego punktu
#’ na podstawie funkcji f sposrod g punktow o rozkladzie liniowym.
#)
#’ G@param f funkcja. Funkcja docelowa algorytmu.
#’ Q@param x0 wektor numeryczny. Punkt startowy algorytmu.
#° O@param x1 wektor numeryczny. Punkt koncowy algorytmu (lub maksymalny zakres kroku).
#’ Q@param g skalar. Parametr opcjonalny, ktory odpowiada za liczbe iteracji wyszukiwania
najlepszego rozmiaru kroku
#’ w kazdej iteracji algorytmu (domyslnie jest to 100).
#)
#’ Qusage line_search(f, x0, x1, g)
#)
#’ Qreturns
#’ x_best: najlepszy znaleziony punkt na podstawie funkcji f
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# ustawienie x0 jako punktu poczatkowego
x_best <- x0
# petla po punktach g w kierunku punktu x1
for(i in 1 : g) {
t <-1i/ g
X_t <= t*x1+(1-t)*x0
if (£(x_t) < f(x_best)) {
x_best <- x_t
} else {
break
1
}

return(x_best)

Listing 19: Implementacja przeszukiwania liniowego

Majac juz gotowa funkcje wyszukiwania liniowego, mozemy przystapi¢ do implementacji gtéwnej czesci al-
gorytmu. Przykladowo, mozna to zrobi¢ jako funkcje steepest descent oparta na poprzedniej implementacji
metody gradientu prostego:

steepest_descent <- function(f, x, a = 5, g = 100, K = 100){
#’ Metoda Najszybszego Spadku
#)
#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za obliczenie metody najszybszego spadku
#’ funkcji f dla g punktow w kazdej iteracji po K krokach.
#)
#’ G@param f funkcja. Funkcja docelowa algorytmu.
#’ @param x wektor numeryczny. Punkt startowy algorytmu.
#’ Oparam a skalar. Opcjonalny parametr okreslajacy maksymalny learning rate (domyslnie 5)

#’ @param g skalar. Parametr opcjonalny, ktory odpowiada za liczbe iteracji wyszukiwania
najlepszego rozmiaru kroku

#’ w kazdej iteracji samego algorytmu (domyslnie jest to 100).

#’ O@param K skalar. Opcjonalny parametr okreslajacy maksymalny limit iteracji algorytmu (
domyslnie 100) .

#7

#° Qusage steepest_descent(f, x, a, g, K)

#J

#’ Qreturns

#’ Lista wynikow zawierajaca nastepujace elementy:

#’ * x_opt: znalezione rozwiazanie,

#’ x f_opt: wartosc funkcji docelowej w znalezionym rozwiazaniu,

#’ * x_hist: historia badanych rozwiazan,

#’ x* f_hist: historia wartosci funkcji docelowej,

#’ * t_eval: czas, jaki uplynal podczas obliczen algorytmu.

start_time <- Sys.time ()

results <- list(x_opt = x,
f_opt = f(x),
x_hist = matrix(NA, nrow = K, ncol = length(x)),

f_hist = rep(NA, K),
t_eval = NA)

results$x_hist[1,] <- x
results$f_hist [1] <- f(x)

for(k in 2: K){
# opis przejscia od punktu x_k do x_k+1
x_new <- line_search(f, x, x - a * grad(f, x), g)

# sprawdzenie, czy nowe rozwiazanie
# jest najlepsze do tej pory
if (f(x_new) < results$f_opt){



results$x_opt <- x_new
results$f_opt <- f(x_new)
}

results$x_hist[k,] <- x_new
results$f_hist [k] <- f(x_new)

X <- X_new

}

# roznica czasu pomiedzy koncem i poczatkiem algorytmu
results$t_eval <- Sys.time() - start_time
return(results)

}
Listing 20: Implementacja metody najszybszego spadku

4-19



131890-D Metody Optymalizacji Zima 2025/2026

Zajecia 5: Metody wyzszego rzedu
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5.17 Metoda Newtona

5.17.1 Teoria stojaca za metodg Newtona

Metoda Newtona (ang. Newton Descent) to kolejny algorytm iteracyjny, czesto uzywany do minimalizacji
funkcji, podobnie jak metoda gradientu prostego i metoda najszybszego spadku omawiane w poprzednich
wyktadach. Wykorzystuje aproksymacje drugiego rzedu do znalezienia punktéw krytycznych danej funkcji f.
Podstawowa idea metody Newtona w optymalizacji jest iteracyjne aktualizowanie wstepnego przypuszczenia
dotyczacego optymalnego rozwiazania w oparciu o pierwszg i druga pochodna funkcji. Regula aktualizacji
wywodzi sie z rozwiniecia funkcji w szereg Taylora wokol biezacego przypuszczenia.

Aby lepiej zrozumieé¢ dzialanie tego algorytmu, zacznijmy od przyblizenia szeregu Taylora wokol punktu xy,
az do pochodnej drugiego stopnia (przyblizenie Taylora drugiego rzedu f):

Pl h) & Fla) + 7 e)h+ g ()2 (5.45)

Celem tej metody jest znalezienie h, dla ktérego funkcja wokét danego punktu zp zmienia sie najszybciej.
Zakladamy, ze w kazdym kroku podane jest xj, a zatem jest to warto$¢ stata. Majac to na uwadze mozemy
dokonaé¢ obserwacji, iz szereg Taylora jest wielomianowym wzorem na aproksymacje wartosci (f(xg), f'(xg)
oraz %f"(xk) sa stale, pozostawiajac nam do dyspozycji tylko h).

Nastepnie mozemy zastosowaé¢ warunki pierwszego rzedu i przyréwnaé¢ pochodna naszego przyblizenia do
zera:

i (P4 @n+ 5 @n?) = 1w + 1"ooh =0 (5.46)

Nastepnie, stosujac proste przeksztalcenie wzoru, mozemy otrzymaé¢ wzor na optymalng wartos¢ h:

()

h = 7f”(33k)

(5.47)

Ten wzér na h mozna wykorzysta¢ do obliczenia krokéw podejmowanych w kolejnych iteracjach metody
Newtona dla funkcji 1D.
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Definicja 16: Metoda Newtona (ang. Newton Descent) dla funkcji 1D

Majac na uwadze fakt, iz metoda Newtona jest algorytmem iteracyjnym, punktem obliczonym w
(k — 1)-tej iteracji tego algorytmu dla funkcji f: D C R® — R, 2 € D nazywamy:

f' (k)
f//(xk)

gdzie k € N jest numerem iteracji, f’(xy) jest pochodna pierwszego stopnia funkcji f w punkcie xy,
oraz f"(x) jest pochodna drugiego stopnia funkcji f w punkcie .

Tpy1 =T +h =xp — (548)

Algorytm Newton descent przedstawiony we wzorze powyzej (5.48) mozna uogélnié¢ do wiekszej ilosci wymi-
aréw, zastepujac pochodna gradientem, a odwrotno$¢ drugiej pochodnej odwrotnoscia Hesjanu (poniewaz
jak wiemy z poprzednich wykladéw, Hesjan jest uogélnieniem drugiej pochodnej).

Definicja 17: Metoda Newtona (ang. Newton Descent)

Majac na uwadze fakt, iz metoda Newtona jest algorytmem iteracyjnym, punktem obliczonym w
(k — 1)-tej iteracji tego algorytmu dla funkcji f: D C R® — R, 2 € D nazywamy:
Thy1 = 2 — Hyp(p) 'V (ap) (5.49)

gdzie k € N jest numerem iteracji, H¢(x)) ' jest odwrotnoscia Hesjanu a Vy(xy) jest gradientem
funkcji f obliczong w punkcie .

Uwaga! Uzywajac metody Newtona, domyslnie nie wiemy, czy optymalizujemy funkcje w kierunku mini-
mum, maksimum czy innych punktow krytycznych danej funkcji. Newton Descent kieruje sie w strone punktu
stacjonarnosci funkcji. Dlatego dobra praktyka jest wykorzystanie metody Newtona jako ostatniego kroku
optymalizacji, aby szybciej doj$¢ do ekstremum funkcji, do ktérej doszliSmy wczesniej innym algorytmem.
Przyktad 18. Niech f(z) = ax?+bx+c oraz niech 2y bedzie punktem startowym metody Newtona.

Korzystajac ze wzoru na metode Newtona dla podanej funkcji 1D f, otrzymujemy:

2axg + b
ry=x9g— ————— 5.50
L= 22 (550)
Mozemy wéwczas podzieli¢ utamek uzyskany po prawej stronie réwnania na dwie czesci:
2ax b
T1 =T — - — 5.51
! 0 2a 2a ( )
Dzigki tej transformacji mozemy wyeliminowaé¢ wyrazenia zawierajace xg:
b
] =—— 5.52
! 2a ( )

Otrzymany wzor na x; jest wzorem na wierzcholek funkcji wielomianowej drugiego rzedu (w tym
przypadku minimum). Zatem w jednym kroku jesteSmy w stanie znalezé ekstremum funkcji. Jak
widzimy, algorytm ten jest bardzo skuteczny, gdy mamy do czynienia z problemami zwiazanymi z
formami kwadratowymi.

Jak widaé¢ we wzorze na Newton descent (5.49), aby obliczy¢ kolejne kroki wykonywane w kazdej iteracji
algorytmu, musimy znaé¢ Hesjan funkcji. Aby méc obliczy¢é Hesjan funkcji, nalezy wyprowadzi¢ pochodna
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czastkowa po x; oraz x;.

%f 9%f
0x? *tt 9x10z,
Hy(z) = : . :
9%f 82f
0z, 0T te Ox2

n

Aby obliczy¢ Hesjan numerycznie, musimy zastosowaé¢ przyblizenia pochodnych czastkowych - r6znic skonc-
zonych. Oznacza sie je za pomoca znaku A. Dlatego macierz Hessego wykorzystujaca wspomniane przyblize-
nia wygladataby nastepujaco:

A%f A?f
Az? 7 AmAs,
Hy(z) = : . :
_ A% A?f
Az, Axq e Ax2

S
Majac na uwadze wzér na réznice centralng, mozemy zapisaé pojedyncza skonczona réznice po x; jako:

of _Af _ @ +eih) — f(z —eh)
B )~ A ) = oh

(5.53)

Podobnie, kazdy element macierzy Hessego, bedacy skoiczong réznica pomiedzy x; i x;, bedzie wygladat
nastepujaco:
A?f

AZL’iAl'j

f(x +eih+ejh) — f(x+eh—ejh) — f(xr —eih+e;h) + f(x —e;h —ejh)
4h?

(z) = (5.54)

Warto zaznaczy¢, ze kolejno$é stosowania przyblizen pochodnych czastkowych nie ma znaczenia. Jesli funkcja
f € C? (jest co najmniej dwukrotnie rézniczkowalna), korzystajac z twierdzenia Schwartza mozemy wskazad,
ze:

A? A2
fo_ A (5.55)
Az;Az;  Ax;Ax;
co réwniez $wiadczy o:
Hy(x) = Hf (z) (5.56)

Kolejna rzecza warta uwagi jest fakt, iz nie z kazdej funkcji mozna latwo uzyskaé¢ Hesjan (na przyklad
funkcje, ktére nie maja krzywizny). Aby zapewnié¢ prawidlowa prace algorytmu, nalezy zastosowaé pewien
trik. Ten trik sprowadza sie do korekcji Hesjanu funkcji poprzez dodanie do niego macierzy diagonalnej
pomnozonej przez malg wartosé A. Zmiane te nalezy zastosowaé zawsze, gdy wyznacznik abs(Hy(z)) jest
mniejszy niz odgoérnie ustalony prog t. Opisana metoda jest czesto nazywana regresja grzbietu lub korekta
Levenberga-Marquardta.

5.17.2 Metoda Newtona-Raphsona

Warto réwniez wspomnie¢ o innym algorytmie, podobnym do metody Newtona. Nazywa sie on metoda
Newtona-Raphsona (a czasami po prostu metoda Newtona). Algorytm ten jest algorytmem znajdowania
miejsc zerowych, ktéry generuje sukcesywnie lepsze przyblizenia tych miejsc dla danej funkcji. Wzér uzywany
przez ten algorytm wyglada nastepujaco:

f(xx)

Tr4+1 = Tk — fl(xk)

(5.57)
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Uwaga! Jest to wzér bardzo podobny do wzoru metody Newtona, rézni sie jednak stopniem pochodnych
funkcji f. Dwa wspomniane algorytmy prébuja rozwiaza¢ dwa rézne problemy. Laczy ich jednak wspdlna
relacja. Metoda Newtona-Raphsona znajduje miejsca zerowe podanej jej funkcji. Zakladajac, ze dana funkcja
jest juz pochodna innej funkeji (branej pod uwage przez algorytm Newton descent), znalezienie tych miejsc
zerowych w istocie daje nam wzér na Newton descent i rozwigzuje adresowane przez niego problemy.

5.17.3 Implementacja algorytmu Newton descent

Uzywajac jezyka programowania R mozemy napisa¢ implementacje metody Newtona. Po pierwsze potrze-
bujemy funkcji do obliczenia numerycznej macierzy Hessego:

num_hessian <- function(f, x, h = 10°-3){
#’ Numeryczna Macierz Hessego
# )

#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za wyznaczenie numerycznego Hesjanu
#’ poprzez obliczenie macierzy pochodnych czastkowych.

#J

#’ Q@param f funkcja. Funkcja, ktorej Hesjan wyznaczamy

#’ @param x wektor numeryczny. Punkt, w ktorym wyznaczany jest
#’ numeryczny Hesjan

#’ @param h skalar. Wartosc roznicy skonczonej

#7

#° Qusage num_hessian(f, x)

#J

#’ Q@return Hesjan pochodnych czastkowych funkcji f.

n <- length(x)
H <- matrix(NA, nrow = n, ncol = n)
E <- diag(n)

for(i in 1 : n) { # Wiersze
for(j in 1 : n) { # Kolumny
H[i, jl <- (
f(x+E[i,]*h+E[j,]1*h) - f£(x+E[i,]*h-E[j,]*h)
- f(x-E[i,]1*h+E[j,]1*h) + f(x-E[i,]1*h-E[j,]*h)
) / (4xh"2)

}

return (H)

Listing 21: Implementacja numerycznej macierzy Hessego

Wzor stosowany w kolejnych iteracjach algorytmu Newton descent wymaga obliczenia odwrotnosci macierzy
Hessego. Na szczescie jezyk R zapewnia gotowe rozwigzanie tego problemu w postaci metody solve().

my_fun <- function(x) 1/8*x[1]"2+x[2]"2
x0 <- c(3, 4)
solve (num_hessian(my_fun, x0)) # Zwraca odwrotnosc macierzy Hessego

Listing 22: Przyklad metody solve() dla Hesjanu funkcji

Having the ability to calculate the inverse of the matrix, we can finally create the code necessary for the New-
ton descent algorithm. Example of it’s implementation can look like this:

Majac mozliwos¢ obliczania odwrotno$ci macierzy, mozemy teraz stworzy¢ kod algorytmu metody Newtona.
Przyklad implementacji moze wygladaé nastepujaco:

newton_descent <- function(f, x, K = 100){
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#’ Metoda Newtona

#J

#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za algorytm metody Newtona.
#)

#’ @param f: funkcja celu

#’ Q@param x: punkt startowy

#’ Q@param K: maksymalny limit iteracji

#1

#’ Qreturns

#’ Lista wynikow zawiera natepujace elementy:

#’ * x_opt: znalezione rozwiazanie

#’ x* f_opt: wartosc funkcji celu w znalezionym rozwiazaniu

#’ * x_hist: historia eksplorowanych rozwiazan
#’ *x f_hist: historia wartosci funkcji celu
#’ x* t_eval: czas dzialania algorytmu

start_time <- Sys.time ()
results <- list(x_opt = x,
f_opt = f(x),
x_hist = matrix(NA, nrow = K, ncol = length(x)),
f_hist = rep(NA, K),
t_eval = NA)

results$x_hist[1,] <- x
results$f_hist [1] <- f(x)

for(k in 2: K){
# obliczanie gradientu i hesjanu funkcji f
G <- grad(f, x)
H <- num_hessian(f, x)

# uzycie regresji grzbietowej w celu rozwiazania
# sytuacji, w ktorych nie mozna obliczyc hesjanu
if (abs(det(H)) < 10°(-3)) H <- H + diag(n)*10~(-3)

# opis przejscia z punktu x_k do x_k+1
x_new <- x - solve(H) %*% G

# sprawdzenie czy nowe rozwiazanie

# jest najlepszym dotychczas

if (f(x_new) < results$f_opt){
results$x_opt <- x_new
results$f_opt <- f(x_new)

}

results$x_hist[k,] <- x_new
results$f_hist [k] <- f(x_new)

X <- X_new

¥

# roznica czasu pomiedzy koncem i startem algorytmu
results$t_eval <- Sys.time() - start_time
return(results)

}

Listing 23: Przykladowa implementacja Newton descent
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1
Przyktad 19. Niech f(z1,z2) = gx% + 22 oraz x¢ = (3,4).

Zbieganie metody Newtona mozna zobaczy¢ na ponizszym wykresie (wraz ze Sciezkami utworzonymi
przez inne podobne algorytmy):

14
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8 B Gadient descent | -
B Steepest descent
E Newton descent

—
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Figure 5.22: Poréwnanie Sciezek uzyskanych przez metode Newtona i inne podobne algorytmy na funkcji f
w przestrzeni 2D

Mozemy zaobserwowaé, ze metoda Newtona ma Sciezke znacznie réznigca sie od pozostalych al-
gorytmow. Metoda najszybszego spadku i metoda gradientu prostego poruszaja sie ortogonalnie
w odniesieniu do wykresu przeciwnego. Newton descent zmierza znacznie bardziej bezposrednio w
kierunku globalnego minimum funkcji. Nie kieruje sie juz w strone lokalnie najlepszego rozwiazania.
To zachowanie jest spowodowane faktem, ze funkcja f jest funkcja kwadratowa.
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Figure 5.23: Zblizenie Sciezek uzyskanych metoda Newtona i innych podobnych algorytmdw
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6.18 Testowanie algorytméw optymalizacyjnych

Przy pracy nad metodami optymalizacyjnymi nieraz zdarza sie, iz musimy dokladnie przetestowaé dziatanie
tworzonych przez nas algorytméw. Proste funkcje tylko do pewnego stopnia zapewniaja nam mozliwosé
sprawdzenia dzialania naszych rozwiazan. Chcac sprawdzi¢ charakterystyki metod optymalizacji na trud-

niejszych przypadkach warto jest siegnaé¢ po bardziej ztozone funkcje.

Istnieje wiele ztozonych funkcji, na ktérych mozna testowaé ztozone algorytmy optymalizacyjne. Lista przyktad-
owych funkeji testowych umieszczona jest miedzy innymi na stronie Wikipedii (https://en.wikipedia.org/

wiki/Test_functions_for_optimization).

Jedna z popularnych funkcji do testowania algorytmow optymalizacyjnych jest funkcja Schaffer-a. Wyrazana

jest ona przy pomocy wzoru:

sin?(z? — y?) — 0.5

f(x1,22) =05+ [1+0.001(x2 + y2)]?

(6.58)

Funkcja ta posiada minimum w punkcie f(0,0) = 0 i przyjmuje wartosci z zakresu < 0,1 >.
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Figure 6.24: Wykres funkcji Schaffer-a w przestrzeni 3D.
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Na wykresie funkcji mozemy zaobserwowaé, iz w okolicach punktu (0,0) znajduje sie dolina zawierajaca
ekstremum globalne funkcji. Dolina ta przybiera ksztalt ”X” i otoczona jest drastycznymi skokami w wartos-
ciach funkcji. Przestrzen lezaca za tymi skokami charakteryzuje si¢ wystepowaniem spadkéw i wzrostow
wartoéci funkcji we wzorcu przypominajacym falowanie. Warto réwniez zauwazy¢, iz warstwice fal leza prawie
ze rownolegle do siebie nawzajem.

Figure 6.25: Wykres warstwicy funkcji Schaffer-a.

Funkcja ta znakomicie nadaje sie do testowania zdolnoéci algorytméw do eksploracji réznych sekcji przestrzeni
funkcji w celu odnalezienia globalnego ekstremum. Funkcja Schaffer-a posiada zréznicowana topografie. Bez
odpowiedniej eksploracji, algorytmy moga utknaé¢ w ekstremum lokalnym. Moze to prowadzi¢ do subopty-
malnych rozwigzan, ktére nie sg globalnie najlepsze.

Aby uniknaé¢ utkniecia w ekstremum lokalnym, mozna zastosowaé kilka réznych technik eksploracyjnych.
Naleza do nich miedzy innymi metody stochastyczne, czyli algorytmy oparte na losowosci, takie jak algorytmy
ewolucyjne czy algorytmy genetyczne. Innymi sposobami moga byé metody wielopunktowe, populacyjne czy
adaptacyjne strategie eksploracyjne.

6.19 Testy algorytmoéw przeszukiwania lokalnego

Na poczatek warto ustali¢, jak na funkcji Schaffer-a zachowuja sie poznane przez nas na poprzednich
wykladach algorytmy optymalizacyjne, takie jak algorytm metody gradientu prostego (gradient descent)
czy metoda najszybszego spadku (steepest descent).
Przyklad 20. Przyjmijmy jako rozpatrywana funkcje f funkcje Schaffer-a oraz punkt startowy
Tstart = (374)
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Ponadto, przyjmijmy jako paramety metody gradientu prostego wartosci learning rate o = 0.02 oraz
maksymalny limit iteracji K = 30000. Podobnie przy metodzie najszybszego spadku zalézmy, ze
maksymalny learning rate v = 5, ilos¢ iteracji przeszukiwania najlepszego learning rate g = 1000
oraz maksymalny limit iteracji K = 30000.

Przy podjeciu proby optymalizacji funkcji z punktu startowego g4+ przy pomocy algorytmu metody
gradientu prostego oraz metody najszybszego spadku udalo sie zblizy¢ do ekstremum lokalnego
funkeji. Sciezki uzyskane w kolejnych krokach iteracji tych algorytméw mozemy zaobserwowaé na
wykresie ponizej:

Figure 6.26: Sciezki stworzone przez algorytmy gradient descent oraz steepest descent na bazie funkcji
Schaffer-a.

FLatwo mozna zaobserwowad, iz zadnemu z algorytmoéw nie udato si¢ wydostaé z poczatkowej doliny, w ktérej
okolicy znajdowal si¢ punkt startowy xs;q,¢. Poruszaly sie one bardzo wolno i wymagaty przy tym duzej liczby
iteracji. Co wiecej, utknely one dazac do lokalnego minimum funkcji. Takie zjawisko nazywa sie pulapka
lokalnego ekstremum. Na podstawie tego mozna wnioskowaé, ze gradient descent oraz steepest descent nie
posiadaja wlasnosci przeszukiwania globalnego (ang. global search). W przypadku takich funkcji jak funkcja
Schaffer-a warto jest wprowadzi¢ mechanizmy ucieczki pozwalajace na przeszukiwanie innych regionow.

6.20 Simulated Annealing

Symulowane wyzarzanie (ang. simulated annealing) to probabilistyczny algorytm optymalizacji inspirowany
procesem wyzarzania w metalurgii. W metalurgii wyzarzanie jest technika stosowang w celu zmniejszenia de-
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fektow i poprawy struktury krystalicznej materialéw poprzez ich ogrzewanie, a nastepnie stopniowe chtodze-
nie. Podobnie w kontekscie optymalizacji symulowane wyzarzanie stuzy do znalezienia globalnego minimum
funkcji poprzez nasladowanie procesu stopniowego chlodzenia.

Pierwszym krokiem algorytmu simulated annealing jest jego inicjalizacja. W tej fazie ustalane sa parametry
startowe algorytmu, do ktérych naleza:

e f - rozpatrywana funkcja celu,
e 1 - punkt startowy algorytmu,
e d - otoczenie,

e iy - temperatura poczatkowa,

e « - spadek temperatury,

e K - liczba iteracji algorytmu,
oraz parametry wewnetrzne takie jak:

e Aj - wartoé¢ funkcji aktywacji,

e t; - temperatura w kazdej iteracji.

Symulowane wyzarzanie wykorzystuje parametr temperatury, ktory kontroluje prawdopodobienstwo przyje-
cia gorszych rozwiazan w miare postepu algorytmu. Poczatkowo temperature ustawia sie na wysoka wartos¢
i stopniowo zmniejsza sie ja w kolejnych iteracjach, zgodnie z przyjeta strategia wyzarzania.

W kazdej iteracji algorytmu generowane jest rozwiazanie sasiednie. Tego sasiada uzyskuje sie dokonujac
niewielkiej losowej zmiany w biezacym rozwiazaniu w obrebie otoczenia d. Potem nastepuje ocena funkcji
celu dla biezacego rozwiazania oraz sasiedniego rozwiazania. Jezeli sasiednie rozwiazanie jest lepsze (tj. ma
nizsza warto$é funkeji celu), akceptuje sie je jako nowe, aktualne rozwiazanie. Jezeli rozwiazanie sasiada jest
gorsze, nalezy je zaakceptowaé z prawdopodobienstwem okreslonym przez funkcje aktywacji Ay i aktualna
temperature tx. Ta funkcja aktywacji (lub inaczej prawdopodobienstwa) pozwala algorytmowi czasami ak-
ceptowaé gorsze rozwiagzania na poczatku procesu optymalizacji, co pomaga zapobiegaé¢ utknieciu algorytmu
w lokalnych minimach. Nastepnie obnizana jest temperatura zgodnie z przyjeta strategia. Wraz ze spadkiem
temperatury maleje prawdopodobienstwo przyjecia gorszych rozwiazan i zwicksza si¢ prawdopodobienstwo
zbieznosci algorytmu w strone minimum globalnego. Kroki te powtarzane sa w kolejnych iteracjach, az do
spelnienia kryterium zatrzymania, jekim moze by¢ osiagniecie maksymalnej liczby iteracji lub osiagniecie
zadowalajacego rozwigzania.

Symulowane wyzarzanie jest skuteczne w znajdowaniu niemal optymalnych rozwiazan ztozonych problemdw
optymalizacyjnych, w ktérych tradycyjne metody oparte na gradiencie moga sprawiaé problemy, szczegdlnie
gdy funkcja celu jest niewypukla lub zaszumiona. Pozwalajac algorytmowi okazjonalnie akceptowaé gorsze
rozwiazania, symulowane wyzarzanie moze zbadaé szerszy zakres przestrzeni rozwigzan i unikna¢ uwiezienia
w lokalnych minimach.

Z wykorzystaniem jezyka programowania R mozemy napisa¢ wlasng implementacje algorytmu simulated
annealing. Przykladowa implementacja tej metody moze wygladaé nastepujaco:

1 simulated_annealing <- function(f, x0, d, t0, a, K = 100){

#’ Symulowane Wyzarzanie

#]

#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za aproksymacje ekstremum globalnego
#’ dla funkcji f w K krokachprzy pomocy algorytmu symulowanego wyzarzania
#’ (ang. simulated annealing).
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# )

#’ @param f funkcja. Funkcja celu algorytmu.

#’ Q@param x0 wektor numeryczny. Punkt startowy algorytmu.
#’ @param d skalar. Badane otoczenie.

#’ Q@param tO skalar. Temperatura poczatkowa.

#’ G@param a skalar. Parametr okreslajacy tempo spadku temperatury.
#’ @param K skalar. Opcjonalny parametr okreslajacy maksymalny limit

100) .
#J
#’ Qusage simulated_annealing(f, x0, d, t0, a, K)
#)
#’ Q@returns
#’ Lista wynikow zawierajaca nastepujace elementy:
#’ * x_opt: znalezione rozwiazanie,
#7 *
#’ * x_hist: historia badanych rozwiazan,
#’ x* f_hist: historia wartosci funkcji docelowej,
#2 %

start_time <- Sys.time ()
n <- length(x0)
results <- list(x_opt = x0,
f_opt £(x0),
x_hist = matrix(NA, nrow = K, ncol = n),
f_hist = rep(NA, K),
A_k = rep(NA, K),
t_k rep(NA, K),
t_eval = NA)

results$x_hist[1,] <- x0
results$f_hist[1] <- £(x0)

x <- x0

t_k <- tO

for(k in 2: K){
# opis wyboru sasiedniego rozwiazania z otoczenia
x_c <- x + runif(n, min = -d, max = d)
A_k <- min(1, exp(-(f(x_c) - £(x)) / (t_k)))

# sprawdzenie, czy nowe rozwiazanie
# powinno zostac przyjete jako nowe
# oraz czy jest najlepsze do tej pory
if (runif (1) < A_k){
x <- X_cC
if (£(x) < results$f_opt){
results$x_opt <- x
results$f_opt <- f(x)
}
}

results$x_hist[k,] <- x
results$f_hist [k] <- f£(x)

results$A_k[k] <- A_k
results$t_k[k] <- t_k

t_k <- t_kx*a

}

# roznica czasu pomiedzy koncem i poczatkiem algorytmu
results$t_eval <- Sys.time() - start_time
return(results)

}

Listing 24: Implementacja algorytmu simulated annealing

f_opt: wartosc funkcji docelowej w znalezionym rozwiazaniu,

t_eval: czas, jaki uplynal podczas obliczen algorytmu.

6-5
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Warto zwrécié¢ uwage na to, ze do wyboru sasiedniego rozwiazania z otoczenia wykorzystano funkcje runif().
Funkcja ta dostarcza losowe odchylenia zgodnie z rozkltadem normalnym w podanym przedziale od min do
ma.

Przyklad 21. Przyjmijmy jako rozpatrywana funkcje f funkcje Schaffer-a oraz punkt startowy
Lstart = (374)

Ponadto, przyjmijmy jako paramety metody gradientu prostego oraz metody najszybszego spadku
takie same wartosci jak w przypadku poprzedniego przyktadulz wyjatkiem zmniejszenia maksymalnej
iteracji do 2000. Zalézmy réwniez, iz algorytm simulated annealing przyjmuje parametry d = 0.8,
to = 100, a = 0.99 oraz maksymalny limit iteracji K = 2000.

Przy podjeciu préby optymalizacji funkcji z punktu startowego stqr+ przy pomocy algorytmu sim-
ulated annealing mozemy zauwazy¢, iz eksploruje on rézne regiony badanej funkcji. Nie zatrzymuje
sie on w minimach lokalnych a nawet opuszcza ekstermum lokalne w celu badania dalszych wartosci.
Sciezki uzyskane w kolejnych krokach iteracji tych algorytméw mozemy zaobserwowaé na wykresie
ponizej:

NN N N

Gadient descent
Steepest descent

a O Simulated annealing
- & TR
I

T T T T T

-4 -2 0 2 4

Figure 6.27: Sciezka stworzona przez przeszukiwanie algorytmem simulated annealing w poréwnaniu do
gradient descent oraz steepest descent na bazie funkcji Schaffer-a.

Podczas kolejnych iteracji algorytmu warto$¢ parametru temperatury t; sukcesywanie spada. Zmniejsza
to losowos¢ wystepujaca w zachowaniu algorytmu podczas przeszukiwania i koncentruje go na dotychczas
najlepszym znalezionym rozwiazaniu. Algorytm z czasem wigc przestaje skupiac si¢ na eksploracji nowych
wartoéci, a stara sie zoptymalizowaé najlepsze dotychczasowe rozwiazanie. Spadek temperatury w kolejnych
iteracjach algorytmu mozemy zaobserwowa¢ na wykresie ponizej:


ex: steepest_descent_vs_gradient
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Figure 6.28: Wykres wartosci temperatury na przestrzeni kolejnych iteracji algorytmu.

Warto réwniez przyjrzeé sie wartosciom funkcji aktywacji w kolejnych iteracjach algorytmu. Spadaja one
na przestrzeni dziatania algorytmu od wartosci bliskich 1 do wartoéci bliskich 0. Wartosci funkcji aktywacji
mozemy zobaczy¢ na wykresie ponizej:
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Figure 6.29: Wykres wartoéci funkcji aktywacji na przestrzeni kolejnych iteracji algorytmu.
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Podczas wyszukiwania rozwigzania mozna wyréznic trzy fazy, tatwe do zaobserwowania na wykresie funkcji
aktywacji. Na poczatku funkcja aktywacji posiada duze wartosci (mniej wiecej do 200-300 iteracji). Oznacza
to, ze algorytm czesto akceptuje rozpatrywanych kandydatéw na optymalny x, nawet jesli wartosci funkcji
celu nie sa w ich przypadku pozadane. Potem nastepuje druga faza, w ktérej dobre rozwiazania maja wysokie
prawdopodobienstwo, a stabe rozwiazania maja niskie prawdopodobienstwo akceptacji (mniej wiecej do 1000-
1200 iteracji). Ostatnia faza jest faza, w ktérej przyjmowanie jest zachowanie modelu przelacznikowego -
lepsze rozwiazania przyjmuja wartos¢ 1, a gorsze 0. Jedynki wystepuja znacznie rzadziej, gdyz ciezej jest
znalez¢ lepsze rozwiazanie im diuzej dziata algorytm, poniewaz jest wtedy mniejsza szansa na polepszenie
wyniku.

Wymienione trzy fazy dziatania algorytmu odzwierciedlaja réwniez wartosci funkcji celu, uzyskiwane podczas
dziatania algorytmu. Wykres przedstawiajacy wspomniane wartosci jest umieszczony ponizej:

Random walk Biased search Gready search

1.0

0.6

Funkcja celu

0.4

0.2

0.0
|

T ‘\ ‘ T T I
0 500 1000 1500 2000

Iteracja

Figure 6.30: Wykres wartosci funkcji celu na przestrzeni kolejnych iteracji algorytmu.

Podobnie jak w przypadku funkcji aktywacji, widoczna sa trzy fazy dzialania algorytmu. Na poczatku
wartosci funkcji celu przyjmuja wartosci rozrzucone od minimum do maksimum funkcji, gdyz akceptowane
byly prawie wszystkie napotkane rozwiazania. Nastepnie czestotliwo$é¢ i natezenie skokéw wartosci funkcji
zmalala i nie byly one juz tak drastyczne. W koncowej fazie wartosci funkcji celu ustabilizowaly sie i powoli
malaty.

Algorytm simulated annealing jest bardzo czuly na definicje otoczenia. Poprawnosé jego dzialania zalezy
w znacznym stopniu od poprawnego dobrania parametréw startowych. Ponadto, cierpi on na przeklenstwo
wymiarowo$ci wystepujace w problemach optymalizacji. Wraz ze wzrostem wymiaréw funkcji, na ktérych
pracujemy, znacznie maleje prawdopodobienstwo wybrania prawidlowego kierunku przy analizie losowego
sasiedniego rozwigzania. Zmniejsza to skuteczno$é¢ algorytmu w przypadku wielowymiarowych probleméw.

Simulated Annealing to algorytm stochastyczny, gdyz przy kazdym uruchomieniu algorytmu tworzona jest
inna $ciezka. Jest to podstawowa metoda metaheurystyczna.



6.21 Wstep do metod populacyjnych i algorytmoéw genetycznych

Algorytm simulated annealing jest dobrym wstepem do algorytméw populacyjnych. Maja one za zadanie
zwiekszy¢ skutecznoséé algorytméw, poprzez wykonanie kilku uruchomien algorytméw z réznymi parametrami
startowymi. Wigksza ilo§¢ uruchomien w przypadku algorytméw zawierajacych losowosé zwigksza szanse na
uzyskanie poprawnego wyniku. Dodatkowo poszczegdlne uruchomienia algorytméw moga wspotdzieli¢ czesé
informacji, dzieki czemu jeszcze bardziej zwieksza swoje szanse na znalezienie ekstremum funkcji.

Metody populacyjne w zagadnieniach dotyczacych optymalizacji to podejscie, w ktorym rozwiazania sg
reprezentowane jako osobniki w populacji. Osobniki te podlegaja procesowi ulepszania, czesto poprzez pro-
cesy genetyczne inspirowane ewolucjg biologiczna. Podstawowym celem tych algorytméw jest znalezienie
optymalnego rozwiazania w przestrzeni poszukiwan poprzez eksploracje i eksploatacje potencjalnych ob-
Szarow.

Do najpopularniejszych metod populacyjnych naleza:

e Algorytmy genetyczne, ktére opieraja sie na mechanizmach dziedziczenia genetycznego, mutacji i
krzyzowania,

e Strategie ewolucyjne, ktére koncentrujg sie na ewolucji rozwiazan poprzez modyfikacje ich strategii, a
nie konkretnych genotypow,

e Algorytmy roju (Particle Swarm Optimization), ktére opieraja sie¢ na modelu roju, gdzie rozwiazania
sa reprezentowane przez czastki, a proces optymalizacji polega na dostosowywaniu ruchu czastek w
przestrzeni poszukiwan w oparciu o ich do$wiadczenia.

Wszystkie te metody maja wspdlny rdzen w inspiracji procesami ewolucyjnymi, a ich skuteczno$é zalezy
od odpowiedniego dostosowania parametréw i reprezentacji problemu. Algorytmy populacyjne sa czesto
stosowane do rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych w réznych dziedzinach, takich jak inzynieria,
nauki przyrodnicze, finanse czy sztuczna inteligencja.

6-9
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Zajecia 7: Algorytm sympleksowy

Daniel Kaszyriski

7.22 Programowanie liniowe

Programowanie liniowe jest dziedzing optymalizacji umozliwiajaca rozwiazywanie najprostszych probleméw
optymalizacyjnych - probleméw liniowych. Jest to metoda uzyskujaca optymalne wyniki dla modeli liniowych:

e Liniowych funkcji celu,

e Liniowych ograniczen réwnosci oraz nieréwnosci.

Jest szeroko stosowany w réznych dziedzinach, takich jak badania operacyjne, ekonomia, inzynieria i nauki
o zarzadzaniu, do skutecznego rozwiazywania probleméw z alokacja, planowaniem i przydzialem zasobéw.

Zbiér mozliwych rozwiazan jest zbiorem wypuklym (okreSlonym przez skonczony zbidér przecinajacych sie
polprzestrzeni - kazda okreslona przez nieréwnosé liniowa).

Funkcja celu jest funkcja afiniczna zmiennej rzeczywistej okreslonej na tym wieloScianie. Programowanie
liniowe umozliwia znalezienie punktu na tym wielodcianie, ktéry daje najmniejsza (lub najwieksza) warto$é
funkcji celu. W programowaniu liniowym wszystkie funkcje celu i ograniczenia sg liniowe. Funkcja celu
reprezentuje ilos¢, ktéra nalezy zoptymalizowac, natomiast ograniczenia reprezentuja istniejace ograniczenia
lub warunki, ktére musza zosta¢ spelnione. Celem jest znalezienie warto$ci zmiennych decyzyjnych, ktére
optymalizuja funkcje celu, spelniajac jednoczesnie wszystkie ograniczenia.

Ogdlna postaé problemu programowania liniowego jest nastepujaca:

Znajdz wektor x

ktéry maksymalizuje ¢z

pod warunkiem ze Az < b

oraz x = 0

gdzie wektor x jest wektorem ktérego skladowe maja zostaé okreslone, ¢ jest podanym wektorem wartosci,
ktére chcemy zoptymalizowaé, b jest danym wektorem elementéw, do ktorych sie ograniczamy oraz A to
macierz zmiennych obok ograniczen. Funkcje ¢z, ktérej wartosé ma byé maksymalizowana, nazywamy

funkcja celu. Wypukly wielobok, nad ktéorym ma zostaé¢ zoptymalizowana funkcja celu, jest konstruowany
przy uwzglednieniu ograniczen Ax < b oraz x > 0.

7.23 Algorytm sympleksowy

7.23.1 Podstawy algorytmu

Algorytm sympleksowy jest szeroko stosowana metoda rozwiazywania probleméw programowania lin-
iowego. Jest czesto uwazany za jeden z najskuteczniejszych algorytmoéw rozwiazywania probleméw liniowych

7-1
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w praktyce.

Algorytm simpleks dziata poprzez iteracyjne przechodzenie od jednego wierzchotka (punktu naroznego) do-
puszczalnego obszaru do drugiego wzdtuz krawedzi wieloboku okreslonego przez ograniczenia, az do osiggnie-
cia optymalnego rozwiazania. W kazdym kroku algorytm wybiera element kluczowy, w celu poprawy wartosé
funkcji celu i przechodzi do sasiedniego wierzcholtka odpowiadajacego elementowi kluczowemu.

Algorytm sympleksowy wykorzystuje standardowa forme do reprezentowania nieréwnosci. Nieréwnosci sa
zatem konwertowane na rownosci zawierajace dodatkowe zmienne swobodne.

Przykltad 22. Niech f(z,y,2) = —x + 3y + 2z ktéra chcemy zmaksymalizowaé¢ pod nastepujacymi
warunkami:

r+y+2<6
r+2<4
y+z<3
T+y<2

zakladajac, ze x,y,z > 0. Ograniczajace nieréwnosci reprezentowane w postaci standardowej przy
uzyciu zmiennych swobodnych wygladalyby nastepujaco:

z+y+z+r+s+t+u=6
c+z+r+s+t+u=4
y+z+r+s+t+u=3
r+y+r+s+t+u=2

natomiast funkcja f réwnala by sie —x + 3y +2z+7r+ s+t + u.

7.23.2 Tabela sympleksowa

Algorytm sympleksowy czesto wykorzystuje reprezentacje analizowanego problemu w postaci tabeli sym-
pleksowej.

Zakladajac, ze funkcja f, ktora chcemy maksymalizowaé, jest réwna —z + 3y + 2z 1 maksymalizujemy ja pod
nastepujacymi warunkami:

r+y+2<6
r+2<4
y+2z<3
T+y<2
z,y,z =20

przykladowa tabela sympleksowa dla tego przypadku wygladalaby tak:
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Table 7.1: Przykladowa tabela sympleksowa

X y Z T S G u

1 1 1 1 0 0 0 6
1 0 1 0 1 0 0 4
0 1 1 0 0 1 0 3
1 1 0 0 0 0 1 2
-1 3 2 0 0 0 0 0

W utworzonej tabeli obszar zaznaczony na z6tto to macierz A - macierz wartosci obok ograniczen nieréwnosci.
W dolnym wierszu widzimy wspolczynniki funkeji celu. Kolumna po prawej stronie tabeli zawiera wartosci,
do ktérych ograniczaja nieréwnosci - b (wartosci po prawej stronie nieréwnosci). Na koniec mamy takze 4
zmienne swobodne, po jednej dla kazdego ograniczenia. Macierz jednostkowa dla tych zmiennych oznaczona
jest w utworzonej tabeli kolorem rézowym.

Jezeli kolumna tabeli odpowiadajaca danej zmiennej zawiera same zera i jedna jedynke, to dana zmienna
bedzie niezerowa. W przeciwnym razie zmienna ta bedzie wynosi¢ zero.

Poczatkowa tabela simpleksowa jest skonstruowana w taki sposéb, ze zmienne x, y, z sa rowne zeru, a zmienne
luzu sa niezerowe i naleza do bazy.

7.23.3 Metoda eliminacji Gaussa

Kolejnym krokiem w algorytmie simpleksowym jest zastosowanie algorytmu eliminacji Gaussa.

Metoda eliminacji Gaussa jest algorytmem stosowanym do rozwiazywania ukladéw rownan liniowych
poprzez transformacje rozszerzonej macierzy reprezentujacej uktad do postaci schodkowej poprzez serie ele-
mentarnych operacji na wierszach. Jest to podstawowa technika algebry liniowej i posiada wiele zastosowan,
takich jak rozwiazywanie ukladéw réwnan liniowych, obliczanie odwrotnos$ci macierzy oraz znajdowanie
wartosci wlasnych i wektoréw wlasnych. Jest szeroko stosowana metoda rozwiazywania problemoéw alge-
braicznych liniowych, poniewaz jest wydajna i stabilna.

Pierwszym krokiem eliminacji Gaussa jest wybranie kolumny (zmiennej) o najwigkszej wartosci w dolnym
wierszu tabeli. Jesli kilka zmiennych posiada najwigksza warto$é¢, mozemy wybra¢ dowolng z nich. Wybrana
zmienna bedzie nowa zmienna podstawowa wchodzaca do bazy i stanie sie kolumng kluczowg. Kontynuujac
przyktad z podrozdzialtu o tabeli symplexowej, najwiekszy wplyw posiada zmienna y (poniewaz jest mnozona
az przez 3).

Nastepnie musimy okresli¢, ktéra zmienna swobodna zostanie zastapiona wybrana zmienna. W tym celu
nalezy obliczy¢ stosunek kolumny b (kolumny znajdujacej sie najbardziej na prawo) do wybranej zmiennej.
Na szczedcie wszystkie wartosci kolumny y w naszym przypadku wynosza 1 lub 0. PowinniSmy wybraé
wiersz z minimalnym stosunkiem, czyli w tym przypadku ostatnie z ograniczen. Wiersz z minimalnym
stosunkiem nazywa sie wierszem kluczowym.

Table 7.2: Wiersz i kolumna kluczowa w przykladowej tabeli sympleksowe;j
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Nastepnym krokiem jest wykonanie szeregu elementarnych operacji na wierszach, tak aby kolumna kluczowa
stala sie¢ kolumna jednostkowa z 1 na przecieciu z wierszem kluczowym (na elemencie kluczowym). Aby
to osiagna¢, musimy najpierw podzieli¢ wszystkie elementy wiersza kluczowego przez element kluczowy
(w naszym przykladzie element kluczowy jest réwny 1, wiec wiersz kluczowy pozostaje taki sam). Nastepnie
dzielimy pozostale wiersze przez wiersz kluczowy, aby uzyskaé zera w kolumnie kluczowej.

Table 7.3: Przykladowa tabela sympleksowa po pierwszej iteracji algorytmu

Te kroki sa powtarzane, az wszystkie wartosci w dolnym wierszu beda réwne lub mniejsze od zera. Zapewnia
to o tym, iz nie ma mozliwosci dalszej poprawy wartosci analizowanego rozwiazania.

Table 7.4: Przykladowa tabela sympleksowa po wszystkich iteracjach algorytmu
x y
1 0
0

T S t u
1 0 -1 0 3
0

Z

0
0 0 -2 -1 -8

Finalne rozwiazanie w tym przykladzie to x = 0, y = 2 1 z = 1. Zmienna x wynosi zero, poniewaz nie
jest kolumna jednostkowa, natomiast wartosci innych zmiennych mozna odczytaé z kolumny znajdujacej sie
najbardziej na prawo.

7.23.4 Implementacja algorytmu sympleksowego

Aby zaimplementowaé algorytm simpleksowy, musimy najpierw przygotowaé funkcje odpowiedzialng za
tworzenie tabeli sympleksowej. Odczyta ona najpierw liczbe podanych zmiennych, a nastepnie przygotuje
macierz wartoéci dla poczatkowej tabeli sympleksowej. Przyktadowa implementacja tej funkcji przy uzyciu
jezyka programowania R mogtaby wyglada¢ nastepujaco:

c_vec <- c(-1, 3, 2)

b_vec <- c(6, 4, 3, 2)
A_mat <- matrix(data = c(1, 1, 1,
1, 0, 1,
0, 1, 1,
1, 1, 0),
nrow = length(b_vec),
ncol = length(c_vec),

byrow = TRUE)

create_simplex_table <- function(A_mat, b_vec, c_vec){
# Odczytaj liczbe zmiennych/ograniczen
n_var <- length(c_vec)
n_con <- length(b_vec)

# Skonstruuj tabele Simplex
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st <- matrix (0,

nrow = n_con+1,
ncol = n_var+n_con+1)
st[1:n_con, 1 : n_var] <- A_mat

st [nrow(st), 1:n_var] <- c_vec

st[1:n_con, ncol(st)] <- b_vec

st[1:n_con, (n_var+1): (n_var+n_con)] <- diag(n_con)
return(st)

Listing 25: Implementacja funkcji odpowiedzialnej za utworzenie tabeli sympleksowe;j

Algorytm simpleksowy wymaga réwniez implementacji metody eliminacji Gaussa. Pojedynczy krok tej
metody bedzie polegal na wybraniu kolumny kluczowej i wiersza kluczowego oraz wykorzystaniu ich do
przeksztalcenia wybranej kolumny w kolumne jednostkowa. Warto zaznaczy¢, ze w tym celu mozemy wyko-
rzysta¢ wbudowana metode jezyka R - outer(). Umozliwia ona utworzenie nowej macierzy lub tablicy poprzez
zastosowanie podanej jako parametr funkcji do kazdej mozliwej kombinacji elementéw z dwoch wektoréow
wejsciowych (gdzie domyslna funkcja jest mnozenie). Implementacje algorytmu eliminacji Gaussa mozna
stworzy¢ w nastepujacy sposéb:

gaussian_elimination <- function(st, b_vec, c_vec){
# Odczytaj liczbe zmiennych/ograniczen
n_var <- length(c_vec)
n_con <- length(b_vec)

# Wybierz id kolumny
i_col <- which.max(st[nrow(st), 1 : n_var])
if (st [nrow(st), i_col] <= 0){
return (TRUE)
}

# Wybierz id wiersza

temp <- st[l:n_con,i_coll]

temp <- st[l:n_con,ncol(st)] / temp
i_row <- which.min(temp)

# Eliminacja Gaussa

temp <- stl[i_row, ] / stli_row, i_coll]

st <- st - outer(st[, i_coll, st[i_row, 1)
st[i_row, ] <- temp

return(st)

Listing 26: Implementacja metody eliminacji Gaussa

Oczywiscie na koncu algorytmu chcielibyémy takze méc odezytaé wyniki naszych obliczen. Pomocna moze
okazaé sie metoda odczytu wynikéw w oparciu o uzyskana tabele sympleksowa. Przykladowa metoda tego
typu moze wygladaé nastepujaco:

read_results <- function(st, b_vec, c_vec){
# Odczytaj wyniki
n_var <- length(c_vec)
n_con <- length(b_vec)

x_opt <- rep(NA, n_var)
for(i in 1 : n_var){
if ((sum(st[,i])==1) & (max(st[,i])==1) & (min(st[,i])==0)){
id <- which(st[,il==1)
x_opt[i] <- st[id, ncol(st)]
Yelse{
x_opt[i] <- 0



14
15
16
17

18

1

2

¥
}
out <- list(x_opt = x_opt,
f_opt = sum(x_opt * c_vec))
return (out)

Listing 27: Implementacja funkcji odczytujacej wynik algorytmu

Majac pod reka wszystkie niezbedne implementacje funkcji, mozemy przystapi¢ do implementacji samego
algorytmu. Algorytm simpleksowy powinien sktadaé sie z nastepujacych krokdw:

e utworzenie poczatkowej tabeli sympleksowej,

e powtarzanie iteracji metody eliminacji Gaussa, az wszystkie wartoéci w dolnym wierszu beda réwne

lub mniejsze od zera,

e alternatywnie algorytm eliminacji Gaussa powinien zakonczy¢ sie po okreslonej z géry maksymalnej

liczbie krokéw k,

e odczytanie wynikéw.

Ostateczna implementacja algorytmu wyglada nastepujaco:

simplex_algorithm <- function(A_mat, b_vec, c_vec){

# Utworz tabele Simplex
st <- create_simplex_table(A_mat, b_vec, c_vec)

# Eliminacja Gaussa
k <- 1
while (TRUE) {
temp <- gaussian_elimination(st, b_vec, c_vec)
if ((length(temp) == 1) || (k >= 100)){
break
}
st <- temp
k <- k +1
}

# Odczytaj wyniki
out <- read_results(st, b_vec, c_vec)
return (out)

Listing 28: Implementacja algorytmu sympleksowego

7-6
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Zajecia 8: Optymalizacja dyskretna

Daniel Kaszyriski

8.24 Wprowadzenie do optymalizacji dyskretnej

Optymalizacja dyskretna jest dzialem zajmujacym sie problemami, gdzie conajmniej jedna ze zmiennych
przyjmuje dyskretne wartosci. Problemy tego typu sa wszechobecne i mozemy je napotkaé¢ w wielu dziedzi-
nach:

1. Logistyka - zarzadzanie czasem potrzebnym na roztadunek, zaladunek, weryfikacje i transport to-
waréw, a takze planowanie tras,

2. Zarzadzanie energia - dostosowanie produkcji energii do zapotrzebowania,

3. Planowanie rozkladéw - planowanie harmonograméw dla studentow i wyktadowcow, okreélanie kto,
kiedy, z kim i gdzie,

4. Rozklady gier sportowych - planowanie harmonograméw meczow, w tym kto gra, kiedy, na ktorym
stadionie, biorac pod uwage frekwencje widzow i czas transmisji, aby zmaksymalizowaé zyski.

Problemy optymalizacji sa z reguly problemami klasy NP (nondeterministic polynomial, niedeterministycznie
wielomianowy). Sa to problemy, dla ktérych czas potrzebny na znalezienie optymalnego rozwiazania rosnie
wykladniczo wraz z liczba elementéw. W ten sposéb mozemy szybko znalezé rozwiazania tylko dla malych
probleméw, ale sg one czesto zbyt male, aby zaspokoié nasze potrzeby w Swiecie rzeczywistym.

Problem ten mozna zilustrowaé¢ wykresem pokazanym na Rysunku Os X reprezentuje liczbe elementéw
dla danego problemu, a 0§ Y czas potrzebny do znalezienia optymalnego rozwiazania. W idealnym przypadku
chcielibySmy mieé algorytm, ktory rozwiazuje problem w czasie liniowym. Jednak ze wzgledu na zlozona
nature problemu, liczba mozliwych rozwiazan rosnie nieliniowo.

W problemach typu NP, czesto jestedmy w stanie stwierdzi¢ czy proponowane rozwiazanie jest poprawne na
pierwszy rzut oka. Ciezko jest natomiast znalezé lub okredli¢ postaé rozwiazania optymalnego ze wzgledu na
duza liczbe mozliwych rozwiazan. Z tego powodu podchodzac na probleméw dyskretnych czesto podchodzimy
do rozwiazywania ich na dwa sposoby:

1. Przesuniecie linii wykladniczego wzrostu - dostosowanie wzrostu potrzebnego czasu, abySmy
mogli rozwiazywaé wieksze problemy, zanim czas rozwiazania stanie sie znaczacym problemem,

2. Znalezienie przyblizonych rozwiazan - poszukiwanie rozwigzan, ktore nie sa optymalne, ale za-
pewniaja satysfakcjonujace wyniki w znacznie krotszym czasie.

Aby dokladniej zbadaé problemy optymalizacji dyskretnej, przyjrzyjmy sie blizej konkretnym problemom
optymalizacyjnym, badajac ich ztozonos¢ i mozliwe podejscia do ich rozwigzywania.

8-1
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. Czas jako funkcja ztozonosci obliczeniowej algorytmu w zaleznosci od liczby elementéw

—— Liniowy
—— Wyktadniczy

80 -

60 -

Czas

40 -

20 -

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Liczba elementéw

Figure 8.31: Czas wymagany do rozwigzania problemu w zaleznoéci od liczby elementéw i zlozonosci
obliczeniowej

8.25 Problem plecakowy

Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktérej zlodziej wltamuje sie do muzeum z zamiarem kradziezy dziet sztuki i
sprzedania ich. Ztodziej ma ze soba plecak, ale ma on ograniczona pojemnosé (dla uproszczenia zignorujmy
wymiary przedmiotéw), co oznacza, ze zlodziej nie moze zabraé¢ wszystkich dziel sztuki. Dlatego zlodziej
musi zdecydowad, ktére przedmioty wybra¢, aby zabraé¢ najcenniejsze dziela sztuki, ktére zmieszcza sie w
plecaku i przyniosa najwickszy zysk.

Sformalizujmy problem matematycznie: mamy zbiér wszystkich przedmiotéw w muzeum Z = (i1, 19, ..., in).
Kazdy przedmiot ma swoja warto$¢ i wage i; = (v;, w;). Mamy réwniez maksymalng pojemnosé plecaka K
oraz dodatkowe zmienne decyzyjne x = (x1,xs,...,T,), gdzie z; = 1 jezeli dany przedmiot umieszczamy
w plecaku oraz x; = 0 w przeciwnym wypadku. Mozemy teraz przedstawi¢ problem optymalizacyjny jako
zadanie majac na celu maksymalizacje wartosci plecaka pod warunkiem ograniczenia w postaci maksymalnej
pojemnosci plecaka:

N
max E Vg
i=1

N (8.59)
s.t. Zwil‘i <K
i=1

z; € {0,1}, Vie{l,2,...,N}

Jest to klasyczny przyklad problemu plecakowego podstawowego problemu kombinatorycznego w opty-
malizacji. Celem jest zebranie najcenniejszej kombinacji przedmiotéw, ktéra zmieéci sie w plecaku.

Zanim przejdziemy do oméwienia sposobéw rozwigzania tego problemu, warto zastanowié sie, ile czasu za-
jeloby sprawdzenie wszystkich mozliwych rozwigzan, innymi stowy przeprowadzenie doktadnego wyszukiwa-
nia. Zmienna decyzyjna & moze przyjmowaé nastepujace wartosci: (0,0,...,0), (0,0,...,1), ... ,(1,1,...,1).
Liczba wszystkich mozliwych kombinacji jest zwiazana z liczba elementéw w zbiorze 7, a w tym przypadku
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jest réwna 2%, Zakladajac, ze sprawdzenie pojedynczego przypadku zajmuje jedng milisekunde, dla 50-
elementowego zbioru |Z| = 50 sprawdzenie wszystkich mozliwych przypadkéw zajeloby 35677 lat. Dlatego
widzimy, ze takie podejscie musi zosta¢ wykluczone, poniewaz jest praktycznie niewykonalne.

W kolejnych sekcjach rozwazymy podejicia, ktére wykorzystuja metody takie jak greedy search, dynamic
programming i branch and bound do projektowania dedykowanych algorytmoéw optymalizacyjnych -
heurystyk, ktore znajduja wykonalne rozwigzania w znacznie krétszym czasie.

8.26 Greedy search

Algorytmy Greedy search sa dobrymi strategiami, aby znaleZé poczatkowe prawidlowe rozwigzania spelnia-
jace ograniczenia problemu optymalizacyjnego. Algorytmy te budujg rozwiazania w konceptualnie prosty i
intuicyjny sposéb. Ogolnie rzecz biorac, takie algorytmy moga nie by¢ najbardziej wydajne, ale postuza jako
pierwsze kroki w kierunku glebszego zrozumienia problemu, co moze by¢ pézniej przydatne przy stosowaniu
bardziej wyrafinowanych metod optymalizacji. Przyjrzyjmy sie problemowi opisanemu réwnaniem :

T = (33175527%3,56473357336,307)
1lxq + 12 + 123 + 1024 + 1125 + 1326 + 727 (8.60)
2501 —+ 2I2 —+ 21‘3 + 51’4 + 51’5 + 81‘6 —+ 3I7 < 10

Mamy do dyspozycji 7 przedmiotow, pierwsze rownanie opisuje przypisanie przedmiotéw do plecaka, drugie
jest funkcja celu z przypisanymi warto$ciami przedmiotéw w dolarach (1 dolar, 1 dolar, ...), a nieréwnosé
zawiera wagi tych przedmiotéw w kg (2kg, 2kg, ...) wraz z maksymalnym udzwigiem plecaka K = 10 kg.
Potencjalng strategia rozwiazania tego problemu moze by¢ poczatkowe wybranie najciezszych przedmiotéw,
a nastepnie wypelnienie plecaka tak, aby nie przekroczy¢ maksymalnego obciazenia:

z = (1,0,0,0,0,1,0)
1%1+1%0+1%x0+10%0+10%0+13%1+7%0 =14 (8.61)
251 4+2%x04+2%0+5%0+5x0+8*x1+3x0=10<10

Wyprébujmy kilka innych strategii. Zastosujmy podejécie ,,im wiecej, tym lepiej”, wypelniajac najpierw
plecak najlzejszymi przedmiotami:

x=(1,1,1,0,0,0,1)
11 4+1x1+1x1+10%x0+10%x0+13x0+7%x1=10 (8.62)
2%x142+%14+2%x14+5%«0+5%x04+8x0+3x1=9<10

Zmiana strategii spowodowala, ze nie wykorzystano w pelni dostepnego miejsca w plecaku i jego warto$é
spadta o 4 dolary.

Kolejna strategia, ktora przyjmiemy, wymaga dodatkowych obliczen: wybieramy przedmioty o najwyzszej
wartosci na kilogram wagi, co oznacza, ze dla przedmiotu x; mamy %’;ao = % Utwérzmy tymczasowa liste
z pozycjami efektywnosé kosztowa (CE), ktérej uzyjemy do sterowania wyborem przedmiotéw:
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1 11 5 .1

—, =, =,2,2, 15, 2= 8.63
2727 2 778773 ( )
Wybierajac elementy na podstawie ich najwyzszych wartosci z listy CE, bedziemy wybiera¢ kolejno
(v7,24,%5, g, T1, T2, x3). Musimy jednak wziaé pod uwage maksymalng wage plecaka, poniewaz wybdr
(x7,24,x5) przekroczy limit 10 kg:

CE =

x=(1,0,0,1,0,0,1)
1%14+1%0+1%x04+10%1+10%x04+13%0+ 71 =18 (8.64)
2%14+2%x04+2%x04+5%x14+5x04+8%x04+3x1=10<10

Udato nam si¢ opracowac jeszcze lepsza strategie, ale pozostaje pytanie, czy jest to najlepsza strategia. Latwo
zauwazy¢, ze wybierajac przedmioty x4 i x5, warto$é plecaka wynosi 20 dolaréw. Jak mozemy opracowaé
algorytm, ktéry pozwoli nam osiaggnaé ten wynik? PowinniSmy tez zadaé¢ sobie pytanie czy jest to naprawde
optymalne rozwiazanie?

Podsumujmy algorytmy zachtanne. Wiemy, ze mozemy zaproponowaé wiele réznych algorytméw do rozwiaza-
nia danego problemu, z kt6rych niektére sa mniej lub bardziej efektywne od innych. Algorytmy zachtanne
sg proste w koncepcji i implementacji i generalnie dzialaja bardzo szybko. Maja jednak pewne ograniczenia
- nie zawsze znajduja optymalne rozwiazanie, a ich skuteczno$é moze si¢ rézni¢ w zaleznosci od danych
wejsciowych. Pomimo tych ograniczen, algorytmy zachlanne sa nadal przydatne do tworzenia benchmarkéw
i poréwnywania wydajnosci innych metod optymalizacji dla danego problemu.

8.26.1 Dynamic programming

Programowanie dynamiczne jest technika rozwigzywania probleméw, ktora wykorzystuje podejscie divide
and conquer oraz bottom-up computation. W podejsciu divide and conquer, dzielimy problem na mniejsze
podproblemy i uzywamy ich do znalezienia optymalnego rozwiazania. Oznaczmy optymalne rozwigzanie przez
O(k, j), gdzie k € [0, K] reprezentuje optymalna pojemno$é plecaka, a j € [0, n] reprezentuje optymalna liczbe
przedmiotéw w plecaku. W tym podejéciu, zamiast rozwiazywacé problem dla wszystkich N przedmiotéow na
raz, rozwiazujemy go dla kazdego kolejnego j.

Zalézmy, ze wiemy jak rozwiazaé O(k,j — 1) dla wszystkich k € [0, K] i chcemy dowiedzie¢ si¢ jak rozwiazaé
O(k, 7), co oznacza dodanie przedmiotu j do plecaka:

1. Jesli waga naste¢pnego przedmiotu w; jest wigksza niz k-te maksymalne obcigzenie plecaka, to najlep-
szym rozwiazaniem jest O(k,j — 1). Dzieje sie tak, poniewaz przedmiot j nie miesci sie do aktualnej
pojemnosci.

2. W drugim przypadku, gdy w; < k, mozemy rozwazy¢ dwa scenariusze i wybra¢ ten, ktéry daje lepszy
wynik: (1) nie wybieraj j-tego elementu, najlepszym rozwiazaniem jest O(k,j — 1). (2) wybierz j-tego
elementu, rozwiazaniem jest warto$¢ elementu j i optymalna warto$é¢ poprzednio rozwazanego plecaka
ze zmniejszona pojemnoscia o element j: v; + O(k —wj,j — 1).

Zapiszmy algorytm w formie rownania (8.65)):

O(k,j) = (8.65)

max(O(k,j —1),v; + O(k —wj,j—1)) ifw; <k
O(k,7—1) else
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Jak widag, jest to rownanie rekurencyjne, ktére mozna tatwo zaimplementowaé w R, jak pokazano na listingu
kodu [29] Nalezy zauwazy¢, ze problemy rekurencyjne wymagaja przypadku bazowego, ktéry pozwala nam
zatrzymac obliczenia, jesli nie mozemy dalej zredukowaé problemu. Przypadek bazowy jest tutaj okreslony
dla item_idz==0, co oznacza, ze nie dodajemy zadnych przedmiotéw do plecaka (nie ma on wartosci).

N <- 3 # maksymalna liczba przedmiotow
K <- 9 # maksymalna ladownosc plecaka

# wartosc i waga kolejnych przedmiotow

item_values <- c(5, 6, 3)

item_weights <- c(4, 5, 2)

0_ALG <- function(capacity, item_idx) {
# 0 jako index brak przedmiotu -> brak wartosci
if (item_idx == 0) {
return (0)

}

# wyciagniecie informacji przedmiotu
value <- item_values[item_idx]
weight <- item_weights[item_idx]

# czy mozemy dodac przedmiot do plecaka
if (weight <= capacity) {
# Wybieramy maksimum z
# 1. przypadek gdzie nei dodajemy przedmiotu do plecaka
# 2. przypadek gdzie dodajemy przedmiot do plecaka
return (max (
0_ALG(capacity, item_idx - 1),
value + O0_ALG(capacity - weight, item_idx - 1)
))
}

# jest nie ma miejsca na przedmiot to od razu rozwazamy kolejny
return(0_ALG(capacity, item_idx - 1))
}

cat (sprintf ("Optymalna wartosc plecaka: %d\n", O0_ALG(XK, N)))

Listing 29: Problem plecakowy podejscie rekurencyjne

Przyjecie takiego algorytmu rekurencyjnego jest podejSciem nieefektywnym obliczeniowo. Osoby zazna-
jomione z rekurencyjna implementacja znajdowania n-tego elementu ciagu Fibonacciego wiedza, ze problem
polega na wielokrotnym obliczaniu tych samych wartosci. Metoda ta znana jest jako podejscie ,,od géry do
dotu”. Aby poprawi¢ wydajnosé algorytmu, musimy zmienié¢ kierunek wykonywania i przyjaé¢ podejscie top
to bottom. Zamiast zaczynaé od j-tego elementu w dél, zaczniemy od elementu zerowego (brak elementéw
w plecaku) i bedziemy zwigkszaé liczbe elementéw o jeden, az dojdziemy do N-tego elementu. Rozwazmy to
na prostym przyktadzie:

max 5xj + 6xo + 3x3

(8.66)
s.t. 4wy 4+ 5ro + 223 <9

W programowaniu dynamicznym uzywamy tabeli, ktora zawiera informacje o optymalnych wartosciach ple-

caka dla wszystkich mozliwych konfiguracji &k i j. Tabela ta ma wiersze dla K w|[0, K| pojemnosci i kolumny

dla j w[0, N] element6w. Proces budowania kolejnych kolumn tabeli pokazano na rysunku Pierwsza

kolumna jest poczatkowo wypelniona zerami, poniewaz jesli w plecaku nie ma zadnych przedmiotéw, jej

wartos¢ wynosi zero.

W drugiej kolumnie rozwazamy umieszczenie pierwszego przedmiotu w plecaku. Korzystajac z reguty de-
cyzyjnej opisanej réwnaniem (8.65), wiemy, ze dla k < 4 przyjmujemy wartoéci z poprzedniej kolumny,
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poniewaz nie mamy miejsca w mniejszym plecaku. Dla k > 4 rozwazamy réwnania w postaci maz(O(k,0), 5+
O(k —4,0)). W tym przypadku sytuacja jest prosta, poniewaz dla kazdego k bierzemy 5 + O(k — 4,0), wiec
wypelnienie tej kolumny jest proste. Zauwazmy, ze nie musimy juz oblicza¢ O(k,0) i O(k — 4,0), poniewaz
mamy ich wartoéci zapisane w tabeli.

Liczba przedmiotow Liczba przedmiotow
0 1 2 3] 0 1 2 3
0 0 0 0 0
= 1 0 - 1 0 0
o 2 0 S 2 0 0
(5] (=]
£ 3 0 £ 3 0 0
:§ 4 0 :§ 4 0 5
= 5 0 = 5 0 5
E 6 0 QE_, 6 0 5
2 7 0 2 7 0 5
8 0 8 0 5
9 0 9 0 5
vli=5 v2=6 v3=3 vli=5 v2=6 v3=3
w2=4 w2=5w3=2 w2=4 w2=5w3=2
Liczba przedmiotow Liczba przedmiotow
0 1 2 3 0 1 2 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0
= 1 0 0 0 . 1 0 0 0 0
= 2 0 0 0 ki 2 0 0 0 3
2 3 0 0 0 2 3 0 0 0 3
9 4 0 5 5 9 4 0 5 5 5
g 5 | o568 g 5 o566
£ 6 0 5 6 = 6 0 5 6 5+3
& 7 0 5 6 & 7 0 5 6 6+3
8 0 5 6 8 0 5 6 6+3
9 0 5 B+5 9 0 5 6+5 | 645
vl=5 v2=6 v3=3 vl=5 v2=6 v3=3
w2=4 w2=5 w3=2 w2=4 w2=5 w3=2

Figure 8.32: Dynamic programming tabela

Interesujace rzeczy dzieja sig, gdy zaczynamy wypelniaé¢ trzecia kolumne. Poniewaz drugi element ma
wage we = 5, dla plecaka o pojemnosci k = 4, efektywny plecak to O(4,1). Ale dla k = 5, rozwazamy
maxz(0(5,1),6 + O(5 — 5,1)) = maxz(5,6) = 6. Co wiecej, dla k = 9, réwnanie staje sie maz(0(9,1),6 +
0(9 —5,1)) = maxz(5,6 + 5) = 11, co jest obecnie najwyzsza wartoscia plecaka.

Musimy powtérzyé procedure jeszcze raz dla ostatniej kolumny, aby zebraé¢ wszystkie niezbedne informacje.
Maksymalna wartosé, jaka mozemy osiagnaé¢ w plecaku to 11. Co ciekawe, najwyzsza warto$¢ zawsze bedzie
znajdowaé sie w prawym dolnym rogu tabeli.

Pozostaje pytanie, ktoére przedmioty nalezy umiesci¢é w plecaku, aby osiagnaé dang warto$¢. W tym przy-
padku wiemy, ze sg to i1 i i2, poniewaz zaobserwowalidémy to podczas recznego budowania tabeli. Mozemy
to jednak tatwo zweryfikowa¢ po zbudowaniu tabeli bez przechowywania wszystkich informacji po drodze.

Przyjrzyjmy sie blizej rysunkowi[8.66] ktéry pokazuje pelng tabele z zsumowanymi wartosciami. Aby okreslié,
ktore przedmioty nalezy umieéci¢ w plecaku, musimy przesledzi¢ droge od optymalnego koszyka do pustego.
Zaczynajac od pozycji O(9, 3), sprawdzamy pozycje po lewej stronie, O(9, 2). Jesli wartosé nie ulegla zmianie,
oznacza to, ze nie umiesciliSmy przedmiotu j w plecaku. Usuniecie go z rozwazan nie zmienia optymalnej
wartosci, poniewaz nie bylo go w plecaku, wiec przedmiot i3 nie znajduje sie w optymalnym plecaku. Nastep-
nie poréwnujemy pozycje O(9,2) z O(9,1), w tym przypadku warto$é¢ zmienila sie, wskazujac, ze usunigcie
przedmiotu is wplywa na optymalna wartosé plecaka, wigc wiemy, ze musi on znajdowaé si¢ w plecaku. W
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nastepnym kroku nie zaczynamy od O(9,1), ale od O(9—5, 1), co uwzglednia wage przedmiotu i5. Poréwnanie
0(4,1) z O(4,0) méwi nam, ze przedmiot i, zostal umieszczony w plecaku, osiagajac optymalna wartosé.
Zatem optymalny plecak zawiera przedmioty i1 i 2o.

Liczba przedmiotow
2

0

Pojemonosc plecaka

oo oo |o|o|lo|la|oe
wlo ololo|lw|lw|o|o|w

oo~ @& (w(h = e
==k ===k [=R=2 (=] [=]
mmmmmlooc:ou

vl=5 v2=6 v3=3
w2=4 w2=5w3=2

Figure 8.33: Dynamic programming tabela - traceback

Listing kodu [30] przedstawia implementacje algorytmu dynamic programming dla problemu plecakowego i
znajdowania optymalnej wartosci i zawartosci plecaka. Nalezy zauwazy¢, ze algorytm ten nie jest pozbawiony
wad. W poréwnaniu do implementacji rekurencyjnej, rezerwuje on miejsce w pamieci dla tabeli ze wszystkimi
mozliwymi rozwiazaniami, co moze stanowi¢ znaczacy problem przy duzej liczbie przedmiotéw i wysokiej

1

2

maksymalnej wadze plecaka.

N <- 3 # maksymalna liczba przedmiotow
K <- 9 # maksymalna ladownosc plecaka
# wartosc i waga kolejnych przedmiotow
item_values <- c(5, 6, 3)
item_weights <- c(4, 5, 2)

get_dp_table <- function() {
# Builds a DP table and fills the entries
# budowa tabeli DP i uzupelnienie pol

dp_table <- matrix(0, nrow = K + 1, ncol = N + 1)

for (item in 1:N) {
value <- item_values[item]
weight <- item_weights[item]

# zaczynajac od pierwszego przedmiotu czy mozemy go dodac?

for (capacity in 0:K) {

# check this condition for each possible capacity configuration

# sprawdzenie tego warunku dla kazdej mozliwej konfiguracji pojemnosci plecaka

if (weight <= capacity) {
# jesli mozliwe dodaj i ustal maksimum z
# 1. nie dodajemy przedmiotu
# 2. dodajemy przedmiotu do plecaka
dp_table[capacity + 1, item + 1] <- max(
dp_table[capacity + 1, item],
value + dp_table[capacity - weight + 1,
)
} else {

# jesli nie mozna dodac przedmiotu to rozwiazanie ostatniego przedmiotu
dp_table[capacity + 1, item + 1] <- dp_tablel[capacity + 1,

}
}
}

return (dp_table)
}

item]

item]
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38 # wyciagniecie optymalnego rozwiazania
30 solution_values <- function(dp_table) {
10 current_item <- N

41 current _capacity <- K

12 items_idx <- c()

13 total_value <- O

44 total_weight <- O

46 while (current_item !'= 0) {

17 # the item doesnt increase the value function move to the next item

18 # jesli dodanie przedmiotu do plecaka nie poprawia rozwiazania to pomijamy przedmiotu

19 if (dp_table[current_capacity + 1, current_item + 1] != dp_table[current_capacity + 1,
current_item]) {

50 # zapisanie informacji o przedmiocie dodanym do plecaka

51 items_idx <- c(items_idx, current_item)

2 value <- item_values[current_item]
53 weight <- item_weights[current_item]

54 total_value <- total_value + value

55 total_weight <- total_weight + weight

56

57 # zredukowanie pozostalego miejsca w plecaki
58 current _capacity <- current_capacity - weight
59 ¥

60 # przejscie do kolejnego przedmiotu

61 current_item <- current_item - 1

62 }

64 opt_val <- dp_table[K + 1, N + 1]

65 return(list (opt_val = opt_val, items_idx = sort(items_idx), total_value = total_value,
total _weight = total_weight))

66 F

65 table <- get_dp_table()
60 solution_info <- solution_values(table)
70 print (solution_info)

Listing 30: Dynamic programing approach to knapack problem

8.26.2 Branch and bound

Branch and bound to metoda rozwigzywania probleméw optymalizacyjnych poprzez konstruowanie drzewa
decyzyjnego. Przyklad drzewa decyzyjnego dla plecaka z trzema elementami pokazano na rysunku
Stan na samym szczycie drzewa, zwany korzeniem, reprezentuje pusty plecak. Lewa galaz drzewa uwzgled-
nia scenariusze z pierwszym przedmiotem w plecaku, a prawa galaz bez niego. Dla tych dwéch wezlow
rozwazamy nastepnie dodanie drugiego przedmiotu do plecaka, co skutkuje czterema nowymi galeziami.
Nastepnie rozwazamy dodanie trzeciego przedmiotu, tworzac w sumie 2 — 1 = 15 stanéw reprezentujacych
wszystkie kombinacje wraz ze stanami posrednimi.

Gdy liczba elementéw |Z] jest zbyt duza, podejscie to staje sie niepraktyczne, poniewaz niemozliwe byloby
sprawdzenie wszystkich mozliwych scenariuszy. Dlatego tez musimy znalezé metode generowania drzew w
taki sposéb, aby nie przeszukiwaé calego drzewa, ale podejmowaé decyzje w poszczegdlnych weztach w celu
okreslenia, czy jest ono warte dalszej eksploracji. Podzielmy ten problem na dwa etapy:

1. branching - rozszerzenie wezlta drzewa na dwa wezly,

2. bounding - optymistyczna ocena poprzez relaksacja ograniczen problemu optymalizacji.
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Figure 8.34: Drzewo decyzyjnie dla problemu plecakowego

Aby zrozumieé¢ koncepcje optymistycznej oceny i relaksacji, rozwazmy prosty przykltad. Mamy trzy przed-
mioty i1 = (v = 45,w = 5), i = (v = 48,w = 8) i i3 = (v = 35,w = 3) z K = 10, co oznacza, ze
nigdy nie zmieScimy wszystkich przedmiotéw do plecaka, ale mozemy wzigé sam iy lub 71 i i3. Usuwajac
ograniczenie maksymalnego obciazenia, nasza optymistyczng oceng, jest warto$¢ 45+ 48 4+ 35 = 128. Mozemy
teraz rozpoczaé przeszukiwanie drzewa, pamietajac o przyszlej optymistycznej wartosci dla kazdego wezta,
poréwnujac i odrzucajac nieoplacalne galezie.

Rozwazmy logike takiego algorytmu na przykladzie. Rysunek[8.35] pokazuje pierwsze dwa etapy rozgaleziania
drzewa. W korzeniu okreslamy biezace stany, tj. warto$é plecaka jako 0 (brak przedmiotéw), pozostata wolna
przestrzen i optymistyczng warto$¢ plecaka w biezacym stanie. Rozszerzamy korzen na dwa wezly: w jednym
element 7, trafia do plecaka, a w drugim odrzucamy go i aktualizujemy stany weztéw. Optymistyczna wartosé
wezléw rozni sie, poniewaz prawe wezly = (0,7,7), nie uwzgledniaja juz i1 w optymistycznej ocenie, wiec
48 + 35 = 83 w najlepszym przypadku.

Rozwinmy dalej wezel x = (1,7,7). Widzimy, ze w wezle z = (1,1, ?) przekraczamy maksymalne obciazenie
plecaka, wiec mozemy natychmiast odrzuci¢ dalszg eksploracje tej $ciezki, poniewaz nigdy nie przyniesie ona
poprawnego rozwiazania. W przypadku z = (1,0,7) wartos¢ oczekiwana spada do 80, ale daje poprawne
rozwigzanie. Dalsze dziatania moga si¢ rézni¢ w zaleznosci od przyjetego algorytmu przeszukiwania drzewa,
ale na razie kontynuujmy eksploracje wezla = = (1,0, 7).

Dalsza eksploracja drzewa jest pokazana na rysunku Po rozwinieciu wezla z = (1,0,?) otrzymujemy
przypadek x = (1,0, 1), gdzie warto$¢ plecaka jest najwyzsza i réwna optymistycznej wartosci 80. Ale otrzy-
mujemy tez nieco gorsze rozwiazanie, x = (1,0,0) z optymalna wartoscia 45.

Poniewaz w podejsciu relaksacyjnym s$ledzimy najwyzsza optymistyczna warto$é, podczas przegladania
drzewa widzimy, ze wezel x = (0,7?,7) nadal potencjalnie oferuje wyzsza optymistyczna warto$é niz obecne
najlepsze rozwiazanie (80 vs 83). Poniewaz moze to by¢ potencjalnie lepsze rozwiazanie, algorytm kontynu-
uje przeszukiwanie drzewa. Mozemy odrzucié¢ wezel = (0,0,7), poniewaz w poréwnaniu z optymalnym
rozwiazaniem jest on gorszy i nie przyniesie lepszego wyniku. Rozszerzenie wezta z = (0,1,7) ujawnia
inne optymalne rozwiazanie, z = (0,1,0), ktére jest gorsze od obecnego najlepszego, oraz nieprawidlowe
rozwiazanie x = (0,1, 1), poniewaz przekracza ono pojemnosé¢ plecaka.
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Widzimy wiec, ze zastosowanie relaksacji i wartosci optymistycznej pozwolilo nam zmniejszy¢ rozmiar
drzewa. Wynik ten moze by¢ jednak niezadowalajacy, poniewaz zmniejszyliémy drzewo tylko o dwa wezty.
W zwiazku z tym mozemy znalezé¢ lepsza metode relaksacji, ktéra moze by¢ kluczowa dla probleméw generu-

jacych duze drzewa.

Interesujacym przyktadem takiej reguly moze byé¢ przetamanie dyskretnej natury problemu poprzez do-
puszczenie ulamkowych czeéci przedmiotéw do umieszczenia w plecaku. Mozemy uwzglednié¢ koncepcje z
wczesniej przedstawionego algorytmu zachtannego, aby sortowa¢ przedmioty wedtug ich koszt efektywnosci
fracvalueweight, a w optymistycznej warto$ci wypelniamy plecak utamkiem przedmiotu przekraczajacym
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Figure 8.35: Rozszerzanie drzewa 1
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Figure 8.36: Rozwijanie drzewa 2

obciazenie. W naszym przykladzie zmieni to poczatkowa warto$¢ optymistyczna na:
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45 48 35 2

E = =2 = 112

op=|3 5 3| =[p o1
1

1
OptimisticValue = v + vy + ng =35+4+454+12=92

Innymi stowy, dokonujemy reparametryzacji problemu poprzez wprowadzenie x; = ¥, co skutkuje nastepu-
jaca zmiang réwnan problemu optymalizacyjnego:

S P ¢ (8.68)

Takie podejécie oznacza, ze po rozwinieciu catego wezta x = (1,7,7?) i powrocie do x = (0, 7, ?), nie bedziemy
kontynuowaé rozwijania drzewa, poniewaz optymistyczna wartos¢ po wykluczeniu 4; wynosi 35 + % 48 =T7
(%, poniewaz najpierw umieszczamy element iz z waga 3, a reszte wypelniamy iy z waga 8).

Oproécz znaczenia metody relaksacji w wyszukiwaniu drzew, mozemy réwniez omowié podejscia zwiazane
z przechodzeniem przez drzewa. Popularne podejécia obejmuja Depth-first search i Best-first search.
Podejscie oparte na wyszukiwaniu w glab to metoda, ktéra oméwiliSmy we wczesniejszym przykladzie. W
tym podejsciu najpierw skupiamy sie¢ na lewej (lub prawej) galezi drzewa. Gdy dotrzemy do konica galezi,
sprawdzamy pozostale galezie. W najlepszym przypadku mozemy zakonczy¢ wyszukiwanie po rozwinieciu
tylko jednej galezi.

Wyszukiwanie Best-first dziata zupelnie inaczej. W tym algorytmie rozwijamy wezty o aktualnie najwyzszej
optymistycznej wartosci. Nie ma jednak prostej odpowiedzi na pytanie, ktére podejscie jest lepsze, a czas
wymagany do rozwiazania problemu moze si¢ rézni¢ w zaleznosci od problemu. Best-first search niesie ze
soba dodatkowe ryzyko w sytuacjach, gdy wartosci kilku elementéw sa nieskonczenie duze. W takich przy-
padkach mozemy przeskakiwa¢ od wezta do wezla, prawie odtwarzajac cate drzewo, podczas gdy w podejsciu
wgltebnym mozemy zakonczy¢ wyszukiwanie po przejsciu jednej lub wiecej gatezi.

Listing przedstawia implementacje algorytmu branch and bound wykorzystujacego Depth-first search z
prosta relaksacja, ktora usuwa ograniczenie maksymalnego obcigzenia plecaka.

N <- 3 # maksymalna liczba przedmiotow
K <- 9 # maksymalna ladownosc plecaka

# wartosc 1 waga kolejnych przedmiotow

item_values <- c(45, 48, 35)

5 item_weights <- c(5, 8, 3)

6

7 # definicja wezla w postaci listy

Node <- function(level, value, capacity) {
return(list (

level = level,

value = value,
capacity = capacity,
items = c(),
opt_estimate = 0
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# utility do wyznaczania optymistycznej wartosci
optimistic_value_estimation <- function(node) {
if (node$capacity > K) {
return (0)

}

node$value
node$level + 1

estimate <-
new_level <-

for (i in new_level:N) {
estimate <- estimate + item_values[i]

}
return(estimate)
}
DFS <- function() {

max_profit <- O # ostateczna wartosc plecaka
not_visited <- list() # lista wezlow
branching_count <- 0 # liczba rozszerzonych wezlow
opt_items <- c() # optymalne przedmioty w plecaku

# definicja wezla root (glowny pierwszy wezel)

root <- Node (O, 0, 0)

root$opt_estimate <- optimistic_value_estimation(root
not_visited <- append(not_visited, list(root),1)

while (length(not_visited) > 0) {
# wyciaganie wezla z listy nieodwiedzonych wezlow
parent <- not_visited[[1]]
not_visited[[1]] <- NULL
cat (parent$level, parent$value, "\n")
branching_count <- branching_count + 1
# czy optymistyczna wartosc wezla moze dac wiekszy
if (parent$opt_estimate > max_profit) {
### BRANCH LEFT, rozwazamy dodany przedmiotu
child <- Node(
parent$level + 1, # zwiekszenie poziomu wezlu
parent$value + item_values[parent$level + 1],

parent$capacity + item_weights[parent$level + 1]

)

# dodanie przedmiotow rodzica do plecaka
child$items <- c(parent$items, parent$level + 1)
# wyznaczenie optymistycznej wartosci

drzewa

MO Zajecia 8: Optymalizacja dyskretna

)

zisk niz obecny najlepszy wezel

# zwiekszenie wartosci plecaka
# zwiekszenie wagi plecaka

child$opt_estimate <- optimistic_value_estimation(child)

# zapisanie nowego najlepszego wezla jesli jest poprawnym rozwiazaniem
if (child$capacity <= K && child$value > max_profit) {

child$value
child$items

max_profit <-
opt_items <-

}

# jezeli wciaz mozemy zyskac na podstawie optymistycznej wartosci to rozszerzeamy (

depth first search, dodajemy na poczatek listy)

if (child$opt_estimate > max_profit && child$level < N) {

not_visited <- append(list(child), not_visited,

}

### BRANCH RIGHT,

child2 <- Node(
parent$level + 1,
parent$value,
parent$capacity

)

1)

nie dodajemy przedmiotu do plecaka



80 child2$items <- parent$items

81 child2$opt_estimate <- optimistic_value_estimation(child2)

82

83 # zapisanie nowego najlepszego wezla jesli jest poprawnym rozwiazaniem

84 if (child2$capacity <= K && child2$value > max_profit) {

85 max_profit <- child2$value

86 opt_items <- child2$items

87 }

88 # jezeli wciaz mozemy zyskac na podstawie optymistycznej wartosci to rozszerzeamy (
depth first search, dodajemy ale nie na sam poczatek, aby wrocic po skonczeniu obecnego
brancha)

89 if (child2$opt_estimate > max_profit && child2$level < N) {

90 not_visited <- append(list(child2), not_visited, 2)

91 }

92 }

93 X

94

95 return(list (max_profit = max_profit, opt_items = opt_items, branching_count = branching_
count))

96 }

97
s result <- DFS()
o0 print (result)

Listing 31: Problem plecakowy algorytm branch and bound
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