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Cwiczenia 1: Metoda Najszybszego Spadku

Kwestie organizacyjne

Prowadzacy ¢wiczenia: mgr. Daniel Kaszynski, dkaszy[@]sgh.waw.pl
Konsultacje: wtorki 14:00-15:00, G-213.
Ocena z ¢wiczen z NMO jest 0/1 (zal., nie zal.).

Zaliczenie ¢éwiczen:

w oparciu o przygotowany raport z terminem oddania: 7 czerwca 2023 1.)
raport przygotowywany w grupach max 4 osobowych

przed rozpoczeciem prac nad raportem, prosze o wiadomo$é z: 1) tytulem/tematyka raportu,
2) zespolem ktéry bedzie opracowywal raport; tematy podlegaja akceptacji!

tematyka raportu: dla zadanego problemy optymalizacyjnego (np. problem transportowy, pleca-
kowy, optymalizacja strategii inwestycyjnej, propagacja wsteczna dla sieci neuronowych), wyko-
rzystujemy jedna z metaheurystyk/metod optymalizacyjnych.

zalacznikiem do raportu jest kod Zrédlowy w R (metaheurystyka opracowana samodzielnie — nie
korzystamy z gotowych solweréw)

raport z kodem zrédlowym wysylacie Panstwo na email — wiadomosci te pézniej sa archiwizowane
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Chong, E.K. and Zak, S.H., 2004. An introduction to optimization. John Wiley & Sons.
Kochenderfer, M.J. and Wheeler, T.A., 2019. Algorithms for optimization. Mit Press.

Dréo, J., Pétrowski, A., Siarry, P. and Taillard, E., 2006. Metaheuristics for hard optimization:
methods and case studies. Springer Science & Business Media.

Cortez, P., 2014. Modern optimization with R. New York: Springer.

Sydsaeter, K., Hammond, P., Seierstad, A. and Strom, A., 2008. Further mathematics for economic
analysis. Pearson education.

1.1 Komentarze wstepne

Ponizej przedstawiono podstawowe informacje, ktére postuza nam w dalszej czedci éwiczen.
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1.1.1 Podstawowe pojecia
Pochodna funkcji

Pochodng funkcji f : R — R nazwiemy funkcje:

P A (G R {CO N (G b (CElD)

dr h—0 h h—0 h

Cigglosé funkcji f jest warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci!

W analogiczny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzér na pochodna dowolnego rzedy:

P ey g L @R = @) fet 28) —2f(2 4 k) + ()
IR A R S ”

f(x)

Twierdzenie Taylora

Niech f: D C R — R oraz f € C"*! w kazdym punkcie odcinka [z, 2 + h]. Wowczas dla pewnego 6 mamy:

fla+h)=fla)+) % F® (z)hk 4 ﬁ O (@ + Oh)R
£} !

Pl h) & f)+ Y0 O nt
k=1 "

Rozwinigcie funkcji w szereg Taylora 1 i 2 stopnia:
fle+h) = f(z)+ f()h

Fla+h) = @)+ F@h+ 37" @)

Przykladowa funkcja

# Dane wejsciowe
f <- function(x) x"2/exp(x)

3 x0 <- 2.5

h_seq <- seq(0, 10, length = 100)

# Pochodne numeryczne
dif <- function(f, x, h
d2f <- function(f, x, h

10°-6) (f(x+h)-f(x))/h
107-6) (f(x+2*h)-2xf(x+h)+f(x))/h"2

# Aproksymacja Taylora funkcji f wokol xO
taylor_1 <- function(f, x, h) f(x)+d1f(f, x)*(h-x)
taylor_2 <- function(f, x, h) f(x)+d1f(f, x)*x(h-x)+1/2xd2f(f, x)*(h-x)"2

# Wykresy
plot(h_seq, f(h_seq), type=’1l’, col=’black’, xlab = ’x’, ylab = ’y’)

; lines (h_seq, taylor_1(f, x0, h_seq), col=’red’)

lines(h_seq, taylor_2(f, x0, h_seq), col=’blue’)
legend (7.8, 0.55, legend=c(’f(x)’, ’taylor_1’, ’taylor_2’),
col=c(’black’, ’red’, ’blue’), lty=1, cex=1)

Listing 1: Przyklad rozwiniecia funkcji w szereg Taylora
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Rysunek 1.1: Przyktad: rozwinigcie funkcji w szereg Taylora

Pochodna kierunkowa

Niech f : D C R® - R, 2z € D oraz h € R" : x + h € D. Pochodna kierunkows funkcji f w punkcie x w
kierunku A nazywamy funkcje:
df ~ .. fla+th)— f(z)
an) = lim t

Pochodna czastkowa

Niech f: D CR™ - R,z € Doraz h € R" : 24+ h € D. Pochodna czastkowa funkcji f w punkcie x wzgledem
zmiennej x;, ¢ = 1,2, ...n nazywamy funkcje:

of df
oz, &) = 36 @)

gdzie e; jest itym wersorem przestrzeni R™. Pochodna czastkowa f wzgledem x; jest wiec pochodna kierun-
kowa f w kierunku itego wersowa, tj. przy h = e;

Gradient funkcji

Niech f: D C R™ — R, z € D. Gradientem funkeji f, jest funkcja V¢(z) : R® — R™ w punkcie & nazywamy
funkcje:
of

,...,axn

_|of
_81'1

V() @), 5L @)

(z)
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Zwiazek miedzy Pochodng Kierunkowa a Gradientem?

Jezeli istnieje gradient funkcji V(x) w punkcie x (co oznacza, ze f jest rézniczkowalna w x)

_ | 9f of
Vi(x) = [axl,...,axn]

to pochodna kierunkowa funkcji f w kierunku wektora h jest réwna iloczynowi skalarnemu gradientu funkcji
f i wektora h

d
% =V (x/h) =V (x)xh

Gradient jako kierunek najszybszego wzrostu wartosci funkcji

Niech |h| = 1, tj. bedzie znormalizowanym wektorem. Wtedy stopa wzrostu wartosci funkcji f w punkcie
x w kierunku A jest dana przez pochodna kierunkowa %(m). Wyznaczmy w takim razie kierunek h, ktory

maksymalizuje stope wzrostu wartosci funkcji f, tj. kierunek maksymalizujacy pochodna kierunkowa.:

daf
o5 (@) = Vi@)h = [V (@)l[hlcos(V (), h) = [V (x)lcos(V ¢ (), h)
dla|Vs(x)| > 0oraz cos(Vs(x), h) € [—1, 1] stopa wzrostu wartosci funkeji f jest najwieksza, gdy cos(Vy(x), h) =

1, co implikuje, ze h wskazuje ten sam kierunek co V¢(x). Oznacza to, ze h = %.

Gradient jako wektor ortogonalny wzgledem warstwicy funkcji

Niech f:R" — R, 2* = (zf,...,2}) oraz V(z*) # 0. Niech r : R — R" taki, ze r(t¢) = z*. Wartos¢ funkcji
jest stala dla wszystkich punktéw z zadanej warstwicy (zgodnie z definicja warstwicy) oraz: Vier f(r(t)) = c.
Wtedy 4 (f(r(t)) = Vi(r(t)%(t) = 0. W szczegdlnosei Vi (r(to)) % (tg) = 0. Poniewaz % (ty) jest prze-
strzenig styczna do warstwicy funkcji f w z*, oznacza to wtedy, ze V¢(z*) jest prostopadla do warstwicy

funkcji.

1.1.2 Numeryczne przyblizenie pochodnych funkcji

7 analitycznego punktu widzenia, symboliczne rézniczkowanie jest agnostyczne ze wzgledu na kierunek per-
turbacji, t.j.:

oy flesh) = f@) o f(a)—fle—h) . fl@e+§)—fla—§)
filw) = limy h =i h =i h
forward derivative backward derivative central derivative

Jednak z punktu widzenia réznic skonczonych, powyzsze réwnanie nie jest prawdziwe:

feth) = 1@, f@) = f@=h) , fath) =~ fa=})
h 7 h 7 : h )

forward difference backward difference central difference
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Forward- i backward-difference

7 Twierdzenia Taylora wiemy, ze:

f(fl'-i—h) :f(l‘)-l-f/(x)h—l- f//2($>h2+ fl;(!m)h3+”.

JesteSmy w stanie przeksztalci¢ wyrazenie na:

fl@)h = f(z+h) - f(x)

f"(z) ()
- h? — T h3— ...

oraz dzielac przez h uzyskujemy:

Ja+h) = f@) @), @),

h 2 3!
——

O(h)

flz) =

Mamy wiec wskazanie, ze blad w forward-difference jest rzedu O(h)

Dla backward-difference mamy:

fle 1) = f@) — fah+ T pe T

J@) = fe =) @), [,

h 2 3!
——

O(h)

flz) =

a wiec réwniez blad aproksymacji dla backward-difference jest rzedu O(h).

Central-difference

W przypadku Central difference, btad jest rzedu O(h?):

h h " h2 " h3
O (N L O R
h b @R ) B
fa-5)=f@) - o)y + 20 - L0
Odejmujac dwie powyzsze formuly uzyskujemy:
h h . ho 2f"(x)h3
f(l’+§)*f(I*§):2f ($)§+ TR
hy _ h h2
f/(x)_f(x+2)hf(z 2)_f/l/(x)ﬂ+
O(h?)

a wiec btad dla central-differnece jest rzedu O(h?).

+ ...
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Complex-step-difference

Twierdzenie Taylora z przejSciem przez dziedzine zespolona jest nastepujace:

fo+ih) = f(@)+ f(@)ih— T L@ s

2 3!

F@)in = £t in) — fo) + T 4 Dy g
Py = Lt Z}Z) —f@ fHQ(x)h + f/;(!x)z‘hQ +..
o =t (LI S
—_—
O(h?)

1.1.3 Zagadnienia obliczen numerycznych

Ponizej przedstawiono wykres wielko$é btedu wzglednego dla poszczegblnych metod numerycznych przy-

blizania wartoéci pochodnej (przyklad za [KW19]):

if (!require(Deriv)) install.packages(Deriv); #Biblioteka do obl.
f <- function(x) sin(x"2);
df <- Deriv(f)

# Implementacja funkcji pochodnych numerycznych
diff_forward <- function(f, x, h=10"-6) (f(x+h)-f(x))/(h);
diff_backward <- function(f, x, h=10"-6) (f(x)-f(x-h))/(h);

diff_central <- function(f, x, h=10"-6) (f(x+h/2)-f(x-h/2))/(h);

diff_complex <- function(f, x, h=10"-6) Im(f(x+h*1i))/h;

symbolicznych

# Wykresy
h <- exp(log(10)*seq(-20, 0, length.out=500))
plot(h, abs((df(x0) - diff_forward(f, x0, h)) / df(x0)), col = ’blue’,
log = ’xy’, type = ’1’, ylab = ’Relative Error’, ylim = c(10°-16, 1))
lines(h, abs((df(x0) - diff_backward(f, x0, h))/ df(x0)), col = ’green’)
lines(h, abs((df(x0) - diff_central(f, x0, h)) / df(x0)), col = ’black’)
lines (h, abs((df(x0) - diff_complex(f, x0, h)) / df(x0)), col = ’red’)
legend (’bottomleft’, c("diff_forward", "diff_backward", "diff_central", "diff _complex"),

col=c("blue", "green","black", "red"), lty=1)

Listing 2: Przyklad wzglednego bledu aproksymacji wartosci pochodnej

1.2 Metody lokalne

Czestym podejsciem do optymalizacji jest inkrementalne (iteracyjne) poprawianie rozwiazania x, wykonujac
*kroki*, korzystajac z lokalnej informacji, w kierunku minimalizacji funkcji celu. W celu wyboru odpowied-
niego kierunku, mozna wykorzystaé twierdzenie Taylora (1 lub 2 rzedu). Metody stosujace takie podejscie
zbiorczo nazywane sa metodami lokalnymi. Dzialanie algorytmu rozpoczyna sie¢ od wyboru rozwigzania po-

czqtkowego x(1).

Schemat dzialania:

1. Sprawdzenie, czy rozwiazania x spelnia warunki *terminacji algorytmu* (kryteria terminacji, kryterium

stop). Jezeli te warunki nie sa spelnione, wykonujemy kolejny krok.
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Rysunek 1.2: Przyklad wzglednego btedu aproksymacji wartosci pochodnej

2. Okreslenie kierunku zmiany, spadku (descent direction*d(k)), wykorzystujac lokalng informacje (np.
gradient lub Hesjan funkcji). W niektérych wariantach zaklada si¢ normalizacje wektora kroku, tj.
1[d®[| = 1.

3. Ustalenie dtugosci kroku (tzw. learning rate a()).
4. Wyznaczenie nowego rozwigzania, tj. x(FHD — x(B) 4 (R d(k)

Kryteria terminacji algorytmu: Najczesciej wykorzystuje si¢ 5 gtownych kryteriéw terminacji dzialania
algorytmow:

Maksymalna liczba iteracji. Numer iteracji k przekracza limit na iteracje kpaz, tj- k£ > Emaz-

Bezwzgledna poprawa wartosci funkeji celu. f(x*)) — f(x*+1) < ¢,

Wzgledna poprawa wartoéci funkcji celu. f(x®)) — f(x*+D) < ¢, | f(x*)]
Wielkosé gradientu. ||V (x| < ¢,

Dtugosé kroku. ||x*) — x(F+1)|| < €g

1.3 Metody Gradientowe

Intuicyjnym wyborem kierunku d®) jest kierunek najszybszego wzrostu / spadku wartoéci funkcji celu.
Podazanie za tym kierunkiem gwarantuje poprawianie wartosci funkeji celu (przy zalozeniu, ze funkcja celu
jest funkcja ciagla, oraz dlugosé kroku odpowiednio male). Kierunkiem najszybszego spadku wartosci funkcji
jest kierunek przeciwny do gradientu - tzw. antygradient (stad metody gradientowe).
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1.4 Metoda spadku gradientowego (Gradient Descent)

Metoda zaktada przemieszczanie sie w kierunku antygradientu, przy zatozeniu stalego parametru skalowania

kroku - a.
L2RHD — (k) _ an(a:(k))

lub w przypadku normalizacji dtugoéci kroku:

Xc+1

-Vi(X+1) Vi)

X2

-VilXk+2)

Rysunek 1.1: Budowa trajketorii w kierunku anty gradientu

Kod zamieszczony w listingu 3 jest przyktadem implementacji funkcji do obliczenia numerycznego gradien-
tu z wykorzystaniem definicji pochodnej centralnej. Alternatywnie na koncu ukazano réwniez zaladowanie
biblioteki numDeriv, w ktorej istnieja juz zaimplementowane funkcje do obliczenia gradientu oraz Hesjanu,
ktére dzialaja szybciej.

if ('require(docstring)) library(docstring) # Biblioteka do dokumentacji kodu!

3 num_grad <- function(f, x, h = 107-6){

#’ Centralny Gradient Numeryczny

# )

#’ @description Funkcja do wyznaczania gradientu numerycznego poprzez
#’ wyznaczenie wektora centralnych pochodnych czastkowych.

# )

#’ @param f funkcja. Funkcja, ktorej gradient wyznaczamy

#’ Q@param x wektor numeryczny. Punkt, w ktorym wyznaczany jest gradient
#’ numeryczny

#’ Q@param h skalar. Wartosc skonczonej roznicy

#)

#’ Qusage num_grad(f, x)

#’ Q@return Wektor pochodnych czastkowych funkcji f.

n <- length(x)
g <- rep(NA, n) # prealokacja pamieci pod gradient
e <- diag(mn)

# obliczenie pochodznych czastkowych
for(i in 1 : n) glil = (f(x+h*e[i,])-f(x-hxel[i,]))/(2%h)
return(g)
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?num_grad # Mamy dostep do dokumentacji

# Parametry wejsciowe

my_fun <- function(x) 2*x[1]1°2 + x[2]"2

c(3,4) -> x0 # Uwaga! Strzalki nie tylko w lewo!

# Wyniki

33 my_fun(x) # 2%372+4°2 = 17 # Sprbuj: sin(x"2);

x0 <- c(-3, -2)
my_fun(x0) # 2x(-3)"2+(-2)"2 = 22
num_grad (my_fun, x0, 10°-6) # zwraca wektor [-12, -4]

# Benchmark 1

if (!require (numDeriv)) library (numDeriv) # Biblioteka do obliczen numerycznych
grad (my_fun, x0) # gradient

hessian(my_fun, x0) # hessian

# Benchmark 2

if (!require(Deriv)) install.packages(Deriv); #Biblioteka do obl. symbolicznych
my_fun <- function(x, y) 2*x"2 + y~2

df <- Deriv(my_fun)

cat(’f = ’, deparse(my_fun)[2], ’\n’)

cat(’df = ’, deparse(df) [2])

Listing 3: Implementacja gradientu w R

Listing 4 ukazuje implementacje algorytmu spadku gradientowego, natomiast Listing 5 ukazuje kod do wy-
generowania funkcji celu, rozwigzania poczatkowego oraz wywolanie optymalizacji metoda spadku gradien-
towego.

gradient _descent <- function(f, x, a = 0.1, K = 100){
#’ GRADIENT DESCENT

#]

#’> INPUT:

#’ - f: funkcja celu

#° - x: punkt poczatkowy

#’ - a: learning rate

#° - K: maksimum iteracji

#J

#° OUTPUT:

#’ - x_opt: znalezione rozwiazanie

#’ - f_opt: wartosc funkcji celu w rozwiazaniu
#° - x_hist: historia przeszukiwanych rozwiazan
#’ - f_hist: historia wartosci funkcji celu

#’ - t_eval: czas trwania dzialania algorytmu

start_time <- Sys.time ()

results <- list(x_opt = x,
f_opt = f(x),
x_hist = matrix(NA, nrow = K, ncol = length(x)),

f_hist rep(NA, K),
t_eval = NA)

results$x_hist[1,] <- x
results$f_hist [1] <- f(x)

for(k in 2: K){
# opis przejscia z punktu x_k do x_k+1
x_new <- x - a * grad(f, x)

# sprawdzenie czy nowe rozwiazanie

# jest dotychaczasowo najlepsze

if (f (x_new) < results$f_opt){
results$x_opt <- x_new



1-10 NMO Cwiczenia 1: Metoda Najszybszego Spadku

results$f_opt <- f(x_new)
¥

results$x_hist[k,] <- x_new
results$f_hist [k] <- f(x_new)

x <- X_new

}
# roznica czasow miedzy zakonczeniem a startem algorytmu
results$t_eval <- Sys.time() - start_time

return(results)

Listing 4: Implementacja algorytmu spadku gradientowego

# zaladowanie biblioteki i fumnkcji algorytmu GD
library (numDeriv)
source ("grad_descent .R")

funkcja celu

= function(x) 1/8*x[1]1"2 + x[2]"2

punkt poczatkowy

= c(3, 4)

wywolanie algorytmu

gd = gradient_descent(f, x ,a = 0.1, K = 100)

H X H

# wykres wartosci funkcji celu w kolejnych iteracjach

; plot (gd$f_hist, type = "1")

# rysunek konturowy przestrzeni rozwiazan i budowana trajektoria
xx = yy = seq(-11, 11, by = 0.1)

ff function(x1l, x2) 2*x1°2 + x27°2

zz = outer (xx,yy, ff)

contour (xx, yy, zz)
lines(gd$x_hist[,1], gd$x_hist[,2], col = "red")

Listing 5: Kod wykorzystany do poréwnania dziatania algorytmu GD

Dzialanie algorytmu pozwolilo na utworzenie na podstawie zgromadzonych danych o wartosci funkcji celu
i wartosciach wektora x potrzebnych wykreséw. Rysunek 1.2 przedstawia zmiane wartosci funkcji celu w
kolejnych iteracjach dzialania algorytmu. Jak widaé¢ po okolo stu iteracjach znalezlidmy sie w minimum
globalnym funkcji. Rysunek 1.3 przedstawia trajektorie budowana przez algorytm w kolejnych iteracjach z
punktu startowego do minimum.

15

10

0 20 40 60 80 100

Rysunek 1.2: Wartos¢ funkcji celu w kolejnych iteracjach algorytmu GD
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Rysunek 1.3: Trajektoria wektora « w kolejnych iteracjach algorytmu GD

1.5 Metoda najszybszego spadku (Steepest Descent)

Metoda zaktada przemieszczanie sie¢ w kierunku antygradientu, przy zalozeniu endogenicznego parametru
skalowania kroku — a(%)| takiego, ze:

a® = arg minf(z**1)) = arg minf(z® — aV(2*))
(03 «
Przyktad Rozwazmy funkcje f(x) = 27 + %x%, oraz punkt startowy x(1) = [1,2]. Wtedy:

x® =[1,2] — a[2,2] = [1 — 20,2 — 20]

Jakie powinno byé a7

df 2y _ d 2 1 2\ _ d 2 _
7o (x\?)) = T (1—-2a)" + 2(2 2a)% | = T (6a” —8a+3)=0
Oznacza to, ze a = %.

e T
o Vpla)en )

X

Rysunek 1.1: Metoda najszybszego spadku

Rozwiazywanie wewnetrznego problemu optymalizacyjnego wiaze si¢ z rozwigzaniem réwnania:
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ay = argmin f(xy — aVy(zk)) (1.1)
a>0

W praktyce dodajemy réwniez parametr & bedacy maksymalng wartoscia jaka moze przyja¢ o co zabez-

piecza nas przed nieskonczenie malejacymi funkcjami oraz przyspiesza dzialanie algorytmu. Do rozwigzania
problemu wykorzystuje sie jedna z metod przeszukiwania liniowego:

1. Grid search
2. Monte Carlo search

Golden Section search

- W

Fibonacci search

5. Bisection search

Ograniczymy sie wylacznie do omdéwienia metod Grid i Monte Carlo search ze wzgledu na ich uniwersal-
noéé, gdyz nie wymagaja zadnych dodatkowych zalozen odnosnie ksztaltu funkcji celu. W przypadku Grid
searchu, do wyznaczenia ay, bierzemy dlugosé anty gradientu i mnozymy ja przez warto$é ograniczajaca &.
Uzyskany odcinek dzielimy na n elementéw i w kazdym z tych punktéow wyznaczamy wartosé funkeji celu,
wybieramy takie oy, dla ktorej wartos¢ funkcji celu bedzie najmniejsza. Ilustracje tego jak minimalizacja
wspoélczynnika ay odnosi sie na funkcje celu w kierunku najwiekszego spadku przedstawiono na Rysunku 1.2.
Jak w przypadku Grid searchu minimalizujemy funkcje celu na n elementach, to w przypadku metody Mon-
te Carlo z tego zbioru pobieramy wytacznie p elementéw, gdzie p < n, i na ich podstawie przeprowadzamy
minimalizacje funkcji.

f(x)]

| | | | |
a=0 a=1 a=2 a=3 ?a=4 a
o

IN— — — —

5a

Rysunek 1.2: Metoda najszybszego spadku - optymalizacja parametru «

Listing 6 ukazuje implementacje algorytmu najwiekszego spadku oraz funkcje do rozwigzania wewnetrznego
problemu optymalizacyjnego zwiazanego z przeszukiwaniem parametru a.

1 steepest_descent <- function(f, x, a = 2, grid_size = 100, K = 100){
2 #’ STEEPEST DESCENT

3 #’

4 #’> INPUT:

5 #2 - f: funkcja celu

6 #’ - X: punkt poczatkowy

7 #° - a: learning rate

8 #’ - grid_size: liczba przeszukiwan dla przeszukiwania alpha
9 #° - K: maksimum iteracji
10 #’

11 #°> OUTPUT:

12 #’ - x_opt: znalezione rozwiazanie
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#
#
#
#°

- f_opt: wartosc funkcji celu w rozwiazaniu
- x_hist: historia przeszukiwanych rozwiazan
- f_hist: historia wartosci funkcji celu

- t_eval: czas trwania dzialania algorytmu

start_time <- Sys.time
results <- list(x_opt

f_opt

x_hist
f_hist
t_eval

O
= x,
= f(x)

= NA)

results$x_hist[1,] <- x
results$f_hist [1] <- f

for(k in 2: K){
# wywolanie funkcji do znalezienia wartosci parametru alpha

}

x_new = line_search(

(x)

f, x,

>

X

matrix (NA, nrow =
rep(NA, K),

-a * grad(f, x), grid_size = grid_size)

if (f (x_new) < results$f_opt){

results$x_opt <- x

_new

results$f_opt <- f(x_new)

}

results$x_hist[k,] <- xX_new
f(x_new)

results$f_hist [k] <-

x <- X_new

results$t_eval <- Sys.time ()
return(results)

}

line_search <- function(
xb <- x0
for(i in 1: grid_size)

}

a <- i / grid_size
xt <- a * x1 + (1 -

if (£(xt) < f£(xb)){
xb <- xt
}

return (xb)

}

Listing 7 ukazuje fragment kodu wykorzystany do poréwnania dzialania algorytméw GD i SD.

Listing 6: Implementacja algorytmu najwiekszego spadku w R

library (numDeriv)
source ("grad_descent .R")
source ("steepest_descent .R")

#
f =
#
52

funkcja celu

f, x0,

{

a) *x0

- start_time

x1, grid_size

function(x) 1/8*x[1]1"2 + x[2]"2

wektor poczatkowy

c(3, 4)

# wynik dla gd

gd =

gradient _descent (f,

# wynik dla sd

sd =

steepest_descent (f,

X ,a

X, a

0.1, K = 100)

2, grid_size

K, ncol = length(x)),

= 100){

= 100, K = 100)

1-13



7 ff

1-14
yy = seq(-6, 6, length = 400)
xx = seq(-9, 9, length = 400)
= function(xl, x2) 2*x1°2 + x2°2
zz = outer(xx,yy, ff)

# spadek wartosci funkcji celu w przypadku
plot (sd$f_hist, type = "1")

# porownanie trajektori w gd i sd

contour (xx, yy, zz, asp = F)
lines(gd$x_hist[,1], gd$x_hist[,2], col =
lines (sd$x_hist[,1], sd$x_hist[,2], col =

Listing 7: Kod wykorzystany do
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SD

"red")
"pblue")

poréwnania dzialania algorytmu GD i SD

Rysunek 1.3 przedstawia wartosci funkcji celu w kolejnych iteracjach algorytmu. Widaé, ze algorytm ten
znacznie szybciej zbiega do minimum globalnego funkcji. Natomiast na rysunku 1.4 przedstawiono réznice

w sposobie budowania trajektorii w przestrzeni r

ozwiazan przez algorytmy GD (czerwony) i SD (niebieski).
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Rysunek 1.3: Wartos¢ funkeji celu w kolejnych iteracjach algorytmu SD
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Rysunek 1.4: Trajektoria wektora & w kolejnych iteracjach algorytméw GD i SD
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