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Cwiczenia 3: Metoda Symulowanego Wyzarzania
Daniel Kaszyriski 21-28 Marca 2023 r.

3.1 Metoda Symulowanego Wyzarzania (Simulated Annealing)

Przedstawiona w latach ‘80 metoda Symulowanego Wyzarzania jest inspiracja ze $wiata fizyki nawiazuja-
cg do prawdziwego procesu metalurgicznego wyzarzania stali, patrz [KGV83]. Przyjmijmy ze zadany jest
uklad czasteczek majacy wysoka temperature (sama koncepcja temperatury jest istotna ze wzgledu na jego
nazewnictwo w algorytmie); taki uklad jest obdarzony wysoka energia, a zatem czasteczki poruszaja si¢ w
nim w sposob losowy z duza predkodcia. Jakbysmy przyjrzeli sie pojedynczej czasteczce w tym uktadzie to
poruszaltaby si¢ ona w sposéb losowy po pewnej trajektorii oznaczonej na Rysunku 3.1 kolorem niebieskim;
stan takiego uktadu jest nieuporzadkowany. Nastepnie pozwdlmy takiemu uktadowi sie schlodzié¢, wraz ze
spadkiem temperatury i energii uktad przestanie si¢ zachowywacé¢ w chaotyczny sposob i zacznie dazy¢ do sta-
nu uporzadkowanego, symetrycznego, stanu o minimalnej energii. Przejscie takiego uktadu zobrazowano na
rysunku 3.1, a uporzadkowany ukltad czesto okreslany jest mianem modelu Metropolisa (od fizyka Nicholasa
Metropolis).
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Rysunek 3.1: Przejscie z chaotycznego uktadu do modelu Metropolisa

Zespot Kirkpatricka zajmowal sie problemami komiwojazera. Koncepcja wyzarzania miataby pozwoli¢ na
przejscie z ukladu chaotycznego (malo efektywne polaczenia miedzy miastami) do uporzadkowanego (efek-
tywne polaczenia) jak ukazano na Rysunku 3.2. Wysoka energie uktadu mozna rozumieé jako wysoka warto$é
funkcji celu co cechuje sie rozwiazaniem niskiej jakosci, nastomiast minimalna energia oznacza niska wartosé
funkcji celu dajace rozwiazanie wysokiej jakosci. Algorytm S.A. jest algorytmem iteracyjnym definiujacym
przejscie z punktu zj do punktu xp1 w przestrzeni rozwiazan X (ciaglej lub dyskretnej stad niekoniecznie
R™).

3.1.1 Przestrzen ciggta

W przestrzeni ciaglej punkt z;1 wybieramy z sasiedztwa punktu zj losujac go z rozkladu jednostajnego i
nazywamy go zy, . W przestrzeni ciaglej R" do wyznaczenia sasiedztwa mozemy wykorzystac¢ kulg opisana
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f(x)> wysoka f(x)-> niska
X - niska jakosc¢ rozwigzania X - wysoka jakos¢ rozwigzania

Rysunek 3.2: Rozwiazanie problemu komiwojazera jako zmiana energii w ukladzie

réwnaniem Np(xp) = B(xy,d) z $rodkiem w punkcie xj i promieniu §. Do okreslenia pozycji losowanego
punktu w takiej kuli mozemy wykorzysta¢ dwa parametry ¢; i ¢, ktore beda opisywaé obrét po sferze
oraz parametr v € [0, §] opisujacy odleglo$é od krawedzi sfery. Losujac te trzy parametry, mozemy okreslié
losowanie kazdego punktu w sasiedztwie tego punktu, a wizualizacje skutkéw przesuniecia tymi parametrami
do punktu koncowego ukazano na Rysunku 3.3 (a). Oczywiscie jest to przypadek w przestrzeni tréjwymia-
rowej. W przypadku dwuwymiarowym zmniejsza sie liczba potrzebnych parametréw do wylacznie dwéch
parametréw opisujacych obrét i dlugosei odcinka na okregu, co ukazano na Rysunku 3.3 (b). W przypadku
wigkszej liczby wymiaréw traktujemy sasiedztwo jako hipersfere (co skutkuje dodaniem kolejnych parame-
tréw obrotu), a w przypadku jednowymiarowym jako odcinek.

O
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Rysunek 3.3: Sasiedztwo punktu opisane na kuli

W praktyce o wiele lepsza bryla do okreélenia sasiedztwa jest szescian o dtugosci krawedzi réwnej 2§. Zaczy-
najac od przestrzeni dwuwymiarowej, srodek punktu w takim kwadracie ma wspélrzedne (zg1,xk2), a jego
graficzng reprezentacje ukazano na Rysunku 3.4 (a). Aby wylosowa¢ nowy punkt x4 nalezy wylosowaé
warto$é wspolezynnika z zakresu [—d, 8] o ktéra checemy przesunaé punkt na osi z, a nastepnie powtdrzyé
losowanie na osi y. Taka implementacja jest znacznie szybsza dla komputera dzieki pominieciu obliczen war-
tosci funkcji trygonometrycznych. Analogicznie w trzech wymiarach musimy po prostu powtérzy¢ losowanie
dodatkowo dla osi z (Rysunek 3.4 (b)), wigc takie rozwiazanie réwniez dobrze przenosi si¢ na wyzsze wymiary.
Implementacja takiego rozwiazania w jezyku programowania R wygladalaby nastepujaco:
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x5 = Tk +runif(n, —4,0) (3.1)
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Rysunek 3.4: Sasiedztwo punktu opisane na szedcianie

3.1.2 Przestrzen dyskretna

W przypadku przestrzeni dyskretnej sytuacja zalezy od tego jak wyglada przestrzen rozwiazan. Dla przy-
padku komiwojazera, gdzie przestrzen rozwiazan jest réwna x = (2,5,7,4,3,1,6) pojawia sie problem z okre-
$leniem bliskosci, gdyz nie mamy takiej dostownej odlegtosci jak w przestrzeni ciagglej. Stad w przypadkach
dyskretnych raczej méwi si¢ o podobienstwie punktu niz o jego bliskosci kojarzacej si¢ z fizyczna odlegloscia.
Najczesciej w takim przypadku stosujemy pewien operator oznaczany przez o(xy); moze to byé na przy-
klad inwersja polegajaca na zamianie dwdch sasiednich elementéw. Réwnanie (3.2) przedstawia przyklad
wszystkich mozliwych permutacji bedacych wynikiem inwersji na zbiorze sktadajacym sie z trzech miast.

Tk = (17372) O(I) = {(37 172)a (17273)a (3727 1)} (32)

Innym sposobem na indukcje sasiedztwa moze by¢ zastosowanie operatora transpozycji, ktory pozwala nam
na zamienienie dwoch dowolnych elementéw ze zbioru. W praktyce dla problemu komiwojazera stosuje czesto
operator Ao interchange, ktéry jest bardzo podobny do transpozycji, ale zamieniane sg réwniez punkty po-
$rednie. Rysunek 3.5 prezentuje na czym polegaja i jak wygladaja takie trasy w przypadku obu operatoréw.
To co jest wazne, to fakt, ze zastosowanie operatora jest zalezne od natury problemu, niektére problemy nie
moga bowiem by¢ reprezentowane, jak w naszym przypadku, przez wektor kolejnych miast i beda wyma-
gaé zastosowania innego rodzaju operatora. Inne problemy moga dotyczy¢ tego, ze operator moze nie by¢
mozliwy technicznie lub merytorycznie do zaimplementowania, ale w naszym przypadku zamiana kolejnosci
odwiedzania miast jak najbardziej jest sensowna.
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Transpozycja Lambda, interchange

(25743,16) =—» (2514376) (25743,16) =—» (2,51,34,7,6)

Trasa startowa
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Rysunek 3.5: Operator transpozycji i Ao interchange

3.1.3 Regula decyzyjna

Regula decyzyjna jest taka sama jak w przypadku weighted GS-R.S, ale prawdopodobienstwo dzielace prze-
strzen decyzyjna dla sily globalnej algorytmu bedzie wyliczane automatycznie w kazdej iteracji. Do wyzna-
czenia reguly decyzyjnej w punkcie zf , ; wykorzystamy funkcj¢ nazywana funkcja aktywacji lub funkcja
akceptacji oznaczong symbolem A. Funkcja ta przyjmuje trzy parametry: warto$é¢ funkcji celu w poten-
cjalnym nowym punkcie, warto$é funkcji celu w obecnym punkcie oraz parametr temperatury. Parametr
temperatury, tak jak w fizycznym modelu wyzarzania, bedzie poczatkowo wysoka wartoscia, a z czasem
dzialania algorytmu zacznie ona spadaé. Zapis tej reguly decyzyjnej przedstawia réwnanie (3.3):

S {szrl z p-stwem A(f (x5 ), f(or), tx) (3.3)

T z p-stwem 1 — A(f (x5, ), f(7r), k)

Sposéb aktualizacji wartosci temperatury nazywamy Annealing schedule i wystepuje on najczesciej w sposdb
wykladniczy z parametrem « przyjmujacym zazwyczaj wartodci bliskie 1, np. 0.995. Wartos¢ ta zalezy
najczesciej od tego ile chcemy wykonaé iteracji. Przy mniejszych warto$ciach temperatura zaczyna spadaé
szybciej. Réwnanie (3.4) opisuje zmiane tego parametru w kolejnych krokach algorytmu:

thy1 = aty o€ (O, 1) (3.4)

3.1.4 Funkcja aktywacji

Za funkcja aktywacji stosowana w algorytmie S.A. najczeSciej przyjmuje sie funkcje Metropolisa. Zanim
przedstawimy wzér tej funkcji warto zauwazy¢, ze niezaleznie od typu wybranej funkcji musi ona spelniac
pewne witasnosci:

1. Jezeli nowy punkt jest lepszy to przechodzimy do niego zawsze:

flahy) < flay), wf=ap=>A=1 (3.5)



NMO Cwiczenia 3: Metoda Symulowanego Wyzarzania 3-5

2. Jezeli nowy punkt jest gorszy to zweryfikujmy o ile i dostosujmy prawdopodobienstwo:
f@gi) = flag) = Af
f(xgiq) > flze) =Af >0

Zatem zalezno$ci miedzy réznica funkcji celu, a wartoécig funkcji aktywacji mozna przedstawi¢ za
pomoca funkcji przedstawionej na rysunku 3.6.

(3.6)

3. Wraz ze spadkiem temperatury miedzy kolejnymi iteracjami warto$¢ funkcji aktywacji powinna male¢:
tl=>A] (3.7)

Whplyw tej zaleznosci na funkcje aktywacji ukazuje rysunek 3.7.

A A

AN
7

XE+1 > Xk :O XE+1 < X Af

Rysunek 3.6: Ksztalt funkcji aktywacji
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Rysunek 3.7: Zmiana funkcji aktywacji w kolejnych iteracjach

Znajac wymagania stawiane funkcji aktywacji w algorytmie S.A. wprowadZzmy zatem réwnanie opisujace
funkcje Metropolisa:

Af

A(f (@), f(@hqa), te) = min(l e ) (3-8)

Rysunek 3.8 ukazuje funkcje opisana réwnaniem (3.8). Mozna nastepnie zweryfikowaé, czy spelnia ona sta-
wiane jej zalozenia.

1. Wartosci mniejsze od zera wynikajace z czlonu e™® sa “Sciagane” do wartosci 1 przez czton wyboru
wartosci minimalne;j.
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2. Im wieksza réznica miedzy rozwiazaniami tym mniejsze prawdopodobienstwo przejScia do nowego
rozwigzania.

S
1 7

Xier > Xk ;0 Xir1 < Xk Af
Rysunek 3.8: Funkcja Metropolisa

Sprawdzmy, czy spelnia ona trzecig zaleznos$¢ utrzymujac stala wartosé At w iteracji k + 1. Poniewaz wartosé
tr jest w mianowniku potegi liczby e i spada z iteracji na iteracje, to powoduje to wzrost wartosci potegi
e”. Poniewaz warto$¢ e® jest w mianowniku to wzrastajaca wartos¢ w mianowniku ostatecznie skutkuje
spadkiem catego czlonu, a zatem zostaje spelniona trzecia zalezno$¢.

At 1

1 et

Graniczna forma algorytmu S.A. jest algorytm Greedy Search. Stosowany jest wtedy, kiedy parametr t
jest bliski zeru. Z drugiej strony, na samym poczatku trwania algorytmu nie jest on dostownie algorytmem
Random Search. Nalezy rowniez zauwazy¢, ze przy bardzo duzych réznicach wartosci funkcji celu, prawdo-
podobienstwo moze by¢ na tyle niskie, ze nie przejdziemy do tego punktu. Zatem algorytm tworzy swego
rodzaju blokade niepozwalajaca “zniszczy¢” wypracowanej wartosci funkeji celu.

Wracajac jeszcze do algorytmu GS-RS, widaé wyrazne podobienstwo miedzy tymi dwoma metodami, a to
co je wyrdznia to wlasnie endogenizacja parametru prawdopodobienistwa, tzn. w kazdej iteracji wyznaczamy
na nowo warto$¢ prawdopodobienstwa przejscia do gorszego rozwiazania.

Uruchamiajac algorytm S.A. w praktyce mozna zaobserwowac trzy gléwne fazy dzialania algorytmu, wykres
zmiany funkcji celu w kolejnych iteracjach przedstawiono na rysunku 3.9. Pierwsza faza to jest w zasadzie
spacer losowy, warto$¢ funkeji celu swobodnie fluktuuje i mozna ja nazwaé faza quasi-RS. Druga faza, gdy juz
parametr temperatury troche spadnie, mamy tzw. biased-RS i czestotliwo$é wybierania rozwiazan gorszych
znaczgco maleje. Ostatnia faza, gdy temperatura juz jest bliska zeru mamy juz algorytm niemal w pelni
przypominajacy Greedy Search.

To na co warto zwréci¢ uwage to fakt, ze nie zawsze na sam koniec dziatania algorytmu dostaniemy najlepsze
wyniki. Mozemy znalezé je w pierwszej lub drugiej fazie dziatania i otrzymacé duzo lepsze wyniki, jednak sita
mocy globalnej moze by¢ na tyle duza, ze bedziemy dalej przeszukiwaé przestrzen rozwigzan i opuscimy te
lepsze ekstremum. Rysunek 3.10 ukazuje znalezienie takich wynikéw w pierwszej i drugiej fazie dzialania
algorytmu wyzarzania symulowanego.

Implementacje algorytmu S.A. przedstawiono na Listingu 1

simulated_annealing <- function(f, x, d = 0.056, t = 100, a = 0.995, K = 100){
#’ SIMULATED ANNEALING
#)
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f(x)1
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Rysunek 3.9: Warto$é funkcji celu w kolejnych iteracjach dziatania algorytmu S.A
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Rysunek 3.10: Inne przypadki zmiany wartosci funkcji celu w algorytmie S.A.

#’> INPUT:

#’ - f: funkcja celu

#° - x: punkt poczatkowy

#’ - d: dlugosc sasiedztwa

#’ - t: temperatura poczatkowa

#’ - a: wspolczynnik spadku temperatury

#’ - K: maksimum iteracji

# )

#’> OUTPUT:

#’ - Xx_opt: znalezione rozwiazanie

#° - f_opt: wartosc fumnkcji celu w rozwiazaniu
#° - x_hist: historia przeszukiwanych rozwiazan
#’ - f_hist: historia wartosci funkcji celu

#° - a_k: historia wartosci funckji aktywacji
#’ - t_k: historia wartosci temperatury

#’ - t_eval: czas trwania dzialania algorytmu

start_time <- Sys.time ()
results <- list(x_opt = x,
f_opt = f(x),
x_hist = matrix(NA, nrow = K, ncol = length(x)),
f_hist = rep(NA, K),
a_k = rep(NA, K),
t_k = rep(NA, K),
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t_eval = NA )

results$x_hist[1,] <- x
results$f_hist [1] <- f(x)
results$a_k[1] <- 1
results$t_k[1] <- 1

for(k in 2: K){
# wybor punktu kandydata
x_c <- x + runif (length(x), min = -d, max = d)
# wartosci funkcji celu w punkcie obecnym i kandydacie
f_c <- f(x_c)
f_k <- f(x)
# wyznaczenie wartosci funkcji aktywacji
A_k <- min(1l, exp(-(f_c - £_k)/(%)))

# warunek przejscia do gorszego rozwiazania
if (runif (1) < A_k){
x <- x_cC

if(f_c < results$f_opt){
results$x_opt <- x
results$f_opt <- f_c
}
}

results$x_hist[k,] <- x
results$f_hist[k] <- f_c
# zmiana temperatury w kolejnych iteracjach
t <- t *x a
results$a_k[k] <- A_k
results$t_kl[k] <- t
}
results$t_eval <- Sys.time() - start_time
return(results)

}

Listing 1: Implementacja algorytmu Simulated Annealing

Listing 2 przedstawia kod wykorzystany do poréwnania algorytmu SA z algorytmami GD i SD.

library (numDeriv)

source ("grad_descent .R")

source ("steepest_descent.R")
source ("simulated_annealing.R")

cost function

<- function(x) 1/8*x[1]"2 + x[2]"2
inital vector

<- ¢c(3, 4)

MOH Hh

gd <- gradient_descent(f, x, a = 0.1, K = 100)
sd <- steepest_descent(f, x, a = 2, grid_size = 100, K = 100)
sa <- simulated_annealing(f, x, K = 1000)

yy <- seq(-6, 6, length = 400)
xx <- seq(-9, 9, length = 400)

ff <- function(xl, x2) 2*x1°2 + x2°2
zz <- outer(xx,yy, ff)

# eksploracji przestrzeni

contour (xx, yy, zz, asp = T)

lines (gd$x_hist, type=’1l’, col =’red’)
lines(sd$x_hist, type=’1’, col =’blue’)
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24 lines (sa$x_hist, type="1", col=’purple’)

26 # wartosci funkcji celu

27 plot(sa$f_hist, type="1", col=’purple’)
28 lines (gd$f_hist, type=’1l’, col =’red’)
20 lines(sd$f_hist, type=’1l’, col =’blue’)

31 # wartosc funkcji aktywacji
32 plot(sa$a_k)

Listing 2: Kod wykorzystany do poréwnania algorytmoéw SA z algorytmami GD i SD

Na Rysunku 3.11 przedstawiono warto$é funkcji celu w kolejnych iteracjach algorytmu S.A. Algorytmowi
temu zajmuje duzo dluzej zejscie do minimum globalnego, co wynika z globalnej natury algorytmu w po-
czatkowych etapach jego dzialania; trajektorie t¢ oznaczono fioletowym kolorem na Rysunku 3.12. Rysunek
3.13 przedstawia wartosci funkcji aktywacji w kolejnych iteracjach.
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Rysunek 3.11: Wartosé¢ funkcji celu w kolejnych iteracjach algorytmu S.A.
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Rysunek 3.12: Trajektoria wektora x w kolejnych iteracjach algorytméw SA, GD i SD

Nastepnie Listing 3 przedstawia implementacje dzialania algorytméw na bardziej skomplikowanym przypad-
ku wykorzystujac funkcje celu w postaci funkcji Schaffera:

sin?(x? —y?) - 0.5
[1 4 0.001(x2 4 y2)]?

f(z,y) =05+ (3.10)

1 library (numDeriv)
2 source("grad_descent.R")
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0 2000 4000 6000 8000 10000

Rysunek 3.13: Wartoé¢ funkcji aktywacji w kolejnych iteracjach algorytmu SA

source ("steepest_descent .R")
source ("simulated_annealing.R")

# funkcja celu = funckja Shaffera

f <- function(x){
outpl = (sin(x[1]1"2 - x[1172))"2 - 0.5
outp2 = (1 + 0.001*(x[1]"2 + x[2]"2))"2
out = 0.50 + outpl/outp2
return (out)

}

xx <- seq(-4, 4, length = 100)

ff <- function(xl, x2) {
outpl = (sin(x1°2 - x272))°2 - 0.5
outp2 = (1 + 0.001*(x172 + x272))"2
out = 0.50 + outpl/outp2
return (out)

}

zz <- outer (xx,xx, ff)

# inital vector

5 x <- c(3, 4)

gd <- gradient_descent(f, x, a = 0.1, K = 1000)

sd <- steepest_descent(f, x, a = 0.5, grid_size = 100, K = 1000)
sa <- simulated_annealing(f, x, t = 5, d = 0.1, K = 2000)

# eksploracja

contour (xx, xx, zz, asp = T)

lines (gd$x_hist, type=’1l’, col = ’red’)

lines (sd$x_hist, type=’1l’, col = ’blue’)

lines(sa$x_hist, type="1", col= ’purple’)

## Rysunek wartosci funkcji celu

plot (sa$f_hist, type="1", col = ’purple’)
lines (gd$f_hist, type=’1l’, col = ’red’)
lines (sd$f_hist, type=’1l’, col = ’blue’)

Listing 3: Kod wykorzystany do poréwnania algorytméw SA z algorytmami GD i SD z funkcja aktywacji
Schaffer’a

Na Rysunku 3.14 przedstawiono funkcje celu w kolejnych iteracjach dzialania algorytméw. Funkcja ta sprawia
znaczacg trudnosé algorytmom GD i SD przy zbyt niskich wartoéciach parametru «. Budowana trajektorie
przez te algorytmy mozna zaobserwowaé na Rysunku 3.15. Jak szybko i czy w ogdle algorytm S.A. zbiegnie
do minimum globalnego, jest zalezne od wprowadzonych parametrow 3.15.
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Rysunek 3.14: Warto$é¢ funkcji celu w kolejnych iteracjach algorytmu S.A.
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Rysunek 3.15: Trajektoria wektora x w kolejnych iteracjach algorytmoéow S.A., GD i SD

Podsumowujac, wyzarzanie symulowane jest algorytmem globalnym, tzn. posiada mozliwo$¢ wyjscia z eks-
tremum lokalnego poniewaz zezwalamy na pogorszenie wartosci funkcji celu w czasie dziatania algorytmu.
Istnieje jeszcze pewna wladciwo$éé algorytmu S.A. méwiaca, ze przy pewnych zalozeniach funkcji celu mozna
wykazaé, ze algorytm niezaleznie od punktu w jakim go zainicjujemy zawsze zbiegnie do ekstremum global-
nego. Zaltozenie dotyczy regularnosci funkcji celu oraz nieskonczonej liczby iteracji. Znaczy to tyle, ze przy
nieskonczenie wielkiej liczbie iteracji przeszukamy cala przestrzen rozwigzan.
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