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Zajecia 1: Optymalizacja analityczna bez ograniczen

Daniel Kaszyriski

Kwestie organizacyjne

e Prowadzacy zajecia: mgr Daniel Kaszyniski, dkaszy[@]sgh.waw.pl

e Konsultacje: poniedziatek 11:00-12:00, G-213.

e Tryb zaliczenia przedmiotu: egzamin pisemny w sesji z tresci przedstawianych w trakcie zajeé¢ lub
zawartych w materiatach + zeréwka na ostatnim wyktadzie.
Przyktady zadan: opisz metode XYZ, wskaz na réznice miedzy metodami ABC i XYZ, rozwiaz przed-

stawione zadanie optymalizacji analitycznej, przeprowadz dwie iteracje metody XYZ.

¢ Wymagana literatura:

— [KW19] Kochenderfer, M.J. and Wheeler, T.A., 2019. Algorithms for optimization. Mit Press.
— [CZ04] Chong, E.K. and Zak, S.H., 2004. An introduction to optimization. John Wiley & Sons.

[BI86] Birkholc, A., 1986. Analiza matematyczna: funkcje wielu zmiennych. Panstwowe Wydaw-
nictwo Naukowe.

— [SS08] Sydsaeter, K., Hammond, P., Seierstad, A. and Strom, A., 2008. Further mathematics for
economic analysis. Pearson education.

[CO14] Cortez, P., 2014. Modern optimization with R. New York: Springer.

1.1 Definicja ekstremum

Terminem centralnym w zakresie optymalizacji analitycznej jest pojecie ekstremum: rozwigzania, ktore dla
zdefiniowanej funkcji oceniajacej, tzw. funkcji celu, najczesciej oznaczanej jako f, generuje 'najlepsza’
warto$¢. Rozwazmy przyklad f: R — R.

Definicja 1: Definicja lokalnego ekstremum (wlasciwego)

Lokalnym ekstremum typu minimum wlaéciwe nazwiemy punkt z*, ktéry:

Jd>0 VOo<|i<|d = [fl@*+9) > f(z") (1.1)

Definicja 2: Definicja globalnego ekstremum (wlaSciwego)

Globalnym ekstremum typu minimum wtaéciwe nazwiemy punkt x*, ktéry:

Vd>0 YI[6|>0 = f@*+0)> fa¥) (1.2)

1-1



1-2 MO Zajecia 1: Optymalizacja analityczna bez ograniczen

f(x)

f(lccrn,?ln)

#*

| Xmin Xmax Xmin

\j

Rysunek 1.1: Ekstremum lokalne funkcji f : R — R

Zauwazmy, ze réznica miedzy ekstremum lokalnym i globalny to obszar, w ktérym uzyskujemy lepsze (tj.
z perspektywy funkcji celu, funkcji oceniajacej) rozwiazanie. W przypadku ekstremum lokalnego, mozna
wskazaé otoczenie (moze by¢ to bardzo maly obszar!) sasiedztwa w okdl ekstremum 4, w ktérym utrzy-
mujemy stricte gorsze rozwigzania. W przypadku ekstremum globalnego 7 ,,., takie sasiedztwo to dowolne
otoczenie rozwigzania ekstremum.

1.2 Optymalizacja nieliniowa bez ograniczen, przypadek jednowy-
miarowy, tj. f :R - R

W zakresie podstawowych twierdzen, musimy wpierw wskaza¢ podstawowa dla nas definicje — definicje po-
chodnej funkcji jednej zmiennej.

Definicja 3: Pochodna funkcji

Pochodng funkcji f : R — R nazwiemy funkcje:
_df o fErh) = flz)

T dx (@) = Pty h h—0

f'(x)

f(z) — flz—h)
L (1.3)

Przyktad 1. Przyjmijmy f(x) = 2% + 2. Wyznacz pochodna funkcji w punkcie 29 = 2 z definicji:

flz+h)— f(x) (x+h)?+2(x+h)—2?—2z

/ BT T _
Jlw) = fim = = P = (14)

224 2eh+h2 422+ 2h— 22— 22 . 2zh+h%2+2h
:}lLiHb2x+h+2:2x+2 (1.6)

F'2)=2x24+2=6 (1.7)
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Ciaglos¢ funkcji f jest warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci!
W analogiczny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzér na pochodna dowolnego rzedy:
fllath) = fe) . fle+2h) = 2f(x+h)+ f(x)

fdzf — (f I — 3 =1 1.8
= 5.2 (@) =(f(2))" = lim A = lm W2 (1.8)

f// (I)

1.2.1 Warunki Pierwszego Rzedu f: R — R

Twierdzenie 1: Warunki Pierwszego Rzedu f : R — R.
Niech f: D CR — R, f € CL. Jezeli funkcja f posiada ekstremum w punkcie x € D, to f'(x) = 0.

Dowdéd. Poniewaz funkcja f ,a w punkcie £ minumim, wiemy, ze istnieje d > 0, takie, ze dla
kazdego 0 < |§| < d, mamy f(x +§) > f(z), czyli f(z+ ) — f(z) > 0. Dzielac obie strony przez

4, otrzymujemy:
fa+d)—f@) o, fatd) - i)
] J
odpowiednio dla § > 01 § < 0. Odpowiednio przy przejéciu granicznym 6 — 07 i § — 0~ mamy:

NG B () [ +6) ~ f(@)

<0

_ / * _ /
50+ 5 = fil@) =0 " 51_1,%17 5 = fo@) <0
Poniewaz jednak funkcja f jest rézniczkowalna, mamy f'(z) = f (z) = f(z) = 0. O

Warunki Pierwszego Rzedu daja nam mozliwos¢ przefiltrowania przestrzeni rozwigzan, umozliwiajac selekcje
rozwiazan, w ktérych pochodna funkcji jest réwna zero (tzw. punkty stacjonarne). Uwaga! To, ze w danym

punkcie mamy f’(x) = 0 nie oznacza, ze w tym punkcie wystepuje ekstremum funkeji. Jako przyklad rozwaz

funkcje f(z) = 22 oraz f(z) = 3.

1.2.2 Twierdzenie Taylora f: R — R

Zeby$my mogli ruszy¢ dalej, potrzebne nam jest jedno z istotniejszych twierdzen analizy matematycznej!

Rozwazmy Podstawowe twierdzenie rachunku calkowego, ktére brzmi nastepujaco:

Twierdzenie 2: Fundamental theorem of calculus.

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a) (1.9)

gdzie F(z) to calka nieoznaczona wywolana w x. W skrécie powyzsze oznacza, ze zeby wyznaczy¢ pole
powierzchni pod wykresem funkcji f na przebiegu miedzy a i b, nalezy obliczy¢: pole powierzchni od —oo do
a, pole powierzchni pod f od —oo do b, i odja¢ te dwie wartosci. Ponizej intuicja tego wzoru.

Dla uproszczenia oznaczen, przyjmijmy, ze [ f'(z)dz = f(z), wtedy powyzszy wzor zmienia si¢ w:
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f )4

\/

a b x
Rysunek 1.2: Catka oznaczona
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie

b
£(b) - fla) = / f(x)de

Uzyskujemy dalej taka sama intuicje, przy czym troche uproéciliémy przyjmowana notacje. Idac dalej, przyj-
mijmy nastepujace oznaczenia: niech a = x, b = x + h. Mowimy tyle: punkt a, to jest punkt startowy
(poréwnaweczy, referencyjny), a punkt b to punkt uzyskany po przesunieci o wartosé h wzgledem punktu a.
Zwrdé uwage, ze modyfikujac wartos¢ h, przyjmijmy ze ta warto$¢ jest réwna zero, i zaczynamy ja coraz
bardziej zwigkszaé, powyzszy wzér odpowiada na pytanie: jak sie zwigksza pole powierzchni pod krzywa
funkeji f, ze wzgledu na zwiekszanie odleglosci od punktu referencyjnego (czyli zwigkszajac h).

x+h

e+ h) — f(z) = / f'(a)da

x

Porzadkujac powyzsze réwnanie, oraz sprowadzajac calke oznaczona do poczatku ukladu wspédirzednych
(teraz jest sztucznie zaczepiona w punkcie x — zwréé uwage, ze poczatek calki jak i jej koniec sa funkcjami
x), otrzymujemy:

h
flz+h)=f(z) +/O f'(x +a)da (1.10)

Powyzszy wzér 1.10 jest istotny z perspektywy naszych dalszych przeksztalcen. Mozna zauwazyé w nim, ze
x jest interpretowany jako stala warto$é (patrz: calka jest po a). Co wigcej, mozna zauwazy¢ ze wyrazenie
po lewej stronie rownosci wstepuje w zblizonej formie pod znakiem catki. Sprobujmy zatem wyrazenie pod
catka rozwinaé zgodnie ze wzorem ktéry otrzymali$my:

f(x+h)= f(z) +/Oh [f’(x) +/Oa f”(x+b)db} da

Korzystajac z wlasnoéci addytywnosci calki, uzyskujemy:
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flx+h)= / f'(z daJr/Oh[/oaf”(a?er)db}da

Sprobujmy rozpisaé pierwsza z calek w powyzszym wzorze:

h
/0 f(@)da = [f(@)a]" = f(@)h
Czyli tacznie uzyskujemy:

h a
flx+h) = f(x) +f’(:v)h+/0 /0 f"(x + b)db da

Uwaga: przeciez wyrazenie pod znakiem podwdjnej calki mozemy réwniez rozpisaé przy pomocy naszej
wezesniejszej formuty:

db da

h a b
fa+h) = f@) + @)k + / / () + / (@ + ¢)de

Sprébujmy teraz rozpisa¢ ponownie, pierwsza calke we wzorze:

h

/Oh /Oa " (x)db da = /Oh [f" (z)b]g da = /Oh f"(z)a da = /Oh Bf”(x)aﬂo _ )2

taczac to wyprowadzenie z naszym wczedniejszym réwnaniem, otrzymujemy:
1 h a b
flx+h) = flx)+ f'(x)h+ §f”(x)h2 + / / / f"(x 4 ¢)de db da
o Jo Jo

Latwo zauwazy¢, ze podobnie jak wczesniej — wyrazenie w calce jest rozpisywalne przy pomocy naszego
wezesniejszego rownania 1.10; co wiecej, taka procedure mozna powtarzaé w nieskoficzono$é (technicznie,
tyle razy ile razy rézniczkowalna jest funkcja f(z) — w powyzszym wzorze to tatwo zauwazy¢). W ogdlnosci
wzér ten mozna sprowadzi¢ do:

< fm)
fa+my =31 n,(”’) nr
n=0 :

Powyzszy wzér jest nazywany réwnaniem / wzorem Taylora.

Zwréémy uwage, ze w praktycznym wykorzystaniu tego wzoru, czesto nie bedziemy mogli nieskoinczenie wiele
razy rézniczkowaé f: mozemy to zrobié kilka razy, ale od pewnego progu bélu przestaniemy juz stosowaé ten
wzor. Stad mozna sprobowaé rozpisaé ten wzér dla konkretnego, N-tego rozwiniecia funkcjo wzorem Taylora:

(N) oh
f(z+h) Z f(n) n %hN

(N)
gdzie Ry (z,h) = thv jest reszty Lagrange’a. Mozna réwniez pokazaé, ze reszta ta ma nastepujaca
wilasnoéé:

. RN (Z‘, h)
lim ———=

=0
h—0 hN
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Czyli reszta Ry (z,h) aproksymacji wzorem Taylora maleje do 0 w tempie szybszym niz wielomian n-tego
stopnia.

Twierdzenie 3: Wzér Taylora f: R — R.
Niech f:D CR — R oraz f € ON w kazdym punkcie odcinka [z, x + h]. Wéwczas dla pewnego 6 mamy:

. (@ + 0h)
fla+h) = §: @+ L By

Twierdzenie Taylora to bardzo wazny istotny wynik, wykorzystywany czesto!

Rozwiniecie funkcji w szereg Taylora 1 i 2 stopnia:

Fla+h) ~ f(@)+ F@h+ 37" @

Przyklad 2. Rozwin funkcje f(x) = sinz w szereg Taylora w okolicy punktu zy = 0.

Wyznacz pochodne funkcji:

(sinz) = cosz
(sinz)” = —sinz
(sinz)"” = —cosx

(sinz)® = sina

Mozna zauwazy¢, ze wzorzec te powtarza si¢ dla pochodnych wyzszego rzedu. Wyznaczym teraz
pochodna w punkcie 0.

sin0 =0
(sin0)' =1
(sin0)” =0
(sin0)” = —1
(sin0)® =0

Uzywajac wzoru Taylora otrzymujemy:

-1
sin(z) = 04 1o — 02% + —3 + 02 +.

3!
3 b 27
“tTytmoawm T

Przy wykorzystaniu jezyka R rozwinmy przykladowa funkcje w szereg Taylora 1 i 2 stopnia: f(z) = %

e
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# Dane wejsciowe
f <- function(x) x"2/exp(x)

3 x0 <- 2.5

h_seq <- seq(0, 10, length = 100)

# Pochodne numeryczne
dif <- function(f, x, h
d2f <- function(f, x, h

10°-6) (f(x+h)-f(x))/h
107-6) (f(x+2xh)-2*f(x+h)+f(x))/h"2

# Aproksymacja Taylora funkcji f wokol xO
taylor_1 <- function(f, x, h) f(x)+d1f(f, x)*(h-x)
taylor_2 <- function(f, x, h) f(x)+d1f(f, x)*x(h-x)+1/2xd2f(f, x)*(h-x)"2

# Wykresy

plot(h_seq, f(h_seq), type=’1l’, col=’black’, xlab = ’x’, ylab = ’y’)

lines(h_seq, taylor_1(f, x0, h_seq), col=’red’)

lines(h_seq, taylor_2(f, x0, h_seq), col=’blue’)

legend (7.8, 0.55, legend=c(’f(x)’, ’taylor_1’, ’taylor_27’),
col=c(’black’, ’red’, ’blue’), lty=1, cex=1)

Listing 1: Przyklad rozwiniecia funkcji w szereg Taylora

o — i
o — taylor_1
— ftaylor_2
< |
o
™
@
>
o™
o
A
o
2

Rysunek 1.3: Przyklad: rozwinigcie funkcji w szereg Taylora

1.2.3 Warunki Drugiego Rzedu f: R — R

1-7

Wskazaliémy wczedniej, ze Warunki Pierwszego Rzedu stanowia warunki konieczne (tj. kazde ekstremum
bedzie posiadaé taka wlasno$é), ale niewystarczajace (tj. sa punkty, ktére ekstremami nie sa, a réwniez
posiadaja taka wlasnosé). W celu weryfikacja czy dany punkt stacjonarny jest ekstremum, nalezy wykorzystaé

warunki dostateczne — Warunki Drugiego Rzedu.
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Twierdzenie 4: Warunki Drugiego Rzedu f: R — R.
Niech f :D CR — R, f € C™. Jezeli dla pewnego x € D zachodzi: f'(z) = 0, f’(z) = 0,..., f*V(z) =0,
ale f™)(x) # 0, to:

1. jesli n jest parzyste, to funkcja f ma w punkcie x ekstremum; jesli f() (z) > 0 to jest to minumum,
f™(z) <0 to jest to maksimum

2. jesli n jest nieparzyste, to funkcja f ma w punkcie T nie ma ekstremum.

Dowdéd. Ze wzoru Taylora dla pewnego 0 < § < 1 mamy:
flz+h)= il if<”>(:c+9h)h<">
P k! (n)'

a poniewaz f'(x) =0, f"(x) =0,...,f® D (zx) =0 to:

Flar+ ) = (@) + - f a + om)n”

Fla+h) — () = 7+ 6"

Kiedy n jest parzyste, i f(")(x) > 0, ze wzgledu na parzystos¢ n, mamy h"™ > 0. Ze wzgledu na
ciagloéé funkeji f w punkcie n wiemy, ze istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego h : 0 < |h| < §
mamy () (z4h) > 0, a wiec takze f(™) (z+6h) > 0. Oznacza to, ze funkcja f ma w tym miejscu
minimum. Analogiczne mozemy wykaza¢ przypadek maksimum. O

1.3 Optymalizacja nieliniowa bez ograniczen, przypadek wielowy-
miarowy, tj. f . R" - R

We wczedniejszej czesci wykazaliSmy warunki optymalizacji dla przypadku jednowymiarowego — tj. sytuacji,
w ktoére mamy do czynienia z jedng zmienna decyzyjna. Natura probleméw optymalizacyjnych jest z reguty
jednak wielowymiarowa. Ponizej przedstawiamy analogiczny wywod w zakresie probleméw wielowymiaro-
wych.

Na poczatek jednak musimy wykazaé¢ kilka podstawowych definicji obszaru rachunku rézniczkowego funk-
¢ji wielu zmiennych; polecanym w tym zakresie podrecznikiem jest [BI86] — w szczegélnosci poczatkowe
rozdziaty.

Definicja 4: Pochodna kierunkowa

Niech f:DCR" - R, z € D oraz h € R" : x + h € D. Pochodng kierunkowa funkcji f w punkcie x w
kierunku h nazywamy funkcje:
df [z +th) — f(z)

an (@) = ¢
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Definicja 5: Pochodna czastkowa

Niech f : D C R® - R, z € D oraz h € R" : x + h € D. Pochodng czastkowa funkcji f w punkcie x
wzgledem zmiennej x;, ¢ = 1,2, ...n nazywamy funkcje:

of . _ df
8$i a dei

() ()

gdzie e; jest itym wersorem przestrzeni R™. Pochodna czastkowa f wzgledem x; jest wiec pochodna
kierunkowa f w kierunku itego wersowa, tj. przy h = e;

Definicja 6: Gradient funkcji

Niech f: D C R* — R, z € D. Gradientem funkcji f, jest funkcja Vy(z) : R* — R™ w punkcie z
nazywamy funkcje:

www{iﬂwéﬁm»ugiwﬂ

Zwigzek miedzy Pochodng Kierunkowa a Gradientem? Jezeli istnieje gradient funkcji V ¢(x) w punk-
cie x (co oznacza, ze f jest rézniczkowalna w x)

0 0
Vf(x) = [agl,,ail]

to pochodna kierunkowa funkcji f w kierunku wektora h jest réwna iloczynowi skalarnemu gradientu funkcji
f i wektora h

a _

e V¢(x/h) = Vg(x) xh

1.3.1 Warunki Pierwszego Rzedu f : R" — R

Twierdzenie 5: Warunki Pierwszego Rzedu f : R" — R.
Niech f:D CR® - R, f € C. Jezeli funkcja f posiada ekstremum w punkcie z, to V¢(z) =0

Dowdd. Rozwazmy funkcje g, (t) = f(x+th) oraz h € R™ : x+h € D. Poniewaz f ma ekstremum
w x, to g ma ekstremum w ¢t = 0, a wiec ¢'(¢) = 0 dla t = 0, co oznacza ¢'(t)[=0 = 0. W
konsekwencji:

§ i = fim LFBIZIO g JEEEW T ) g 0y =0

—0 A A—0 A - dh
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Przyktad 3. Przyklad. Niech f(x) = 2% + 23. Znajdz ekstrema funkcji f(z).

V() = [(;fl(x), (,sz(z)] — (201,225] = 0 = [y, 2] = 0,0

1.3.2 Warunki Drugiego Rzedu f: R" — R

Do wyprowadzenia warunkéw drugiego rzedu potrzebujemy wskaza¢ na uogoélnienie pochodnej drugiego rzedu
dla przypadku funkcji wielu zmiennych: tzw. macierz Hessego.

Definicja 7: Macierz Hessego

Niech f: D C R" — R, z € D. Macierzg Hessego Hy(z) nazywamy macierz:

2f o f
oz? Y Oz 0z,
Hy (x) = : . :
_oF 2
0,011 e ox2

Uwaga! Macierz Hessego, jest macierza symetryczna wtedy, gdy wszystkie pochodne czastkowe drugiego
2 2

stopnia sa ciagle (tzw. twierdzenie Schwarza). Oznacz to, ze: 63 é{;, = 83 gm_
0z 50T,

Dodatkowo, wcze$niej wyprowadziliémy wzér Taylora dla przypadku jednowymiarowego; ponizej jest wzor
Taylora w przypadku wielowymiarowym.

Twierdzenie 6: Wz6r Taylora f: R" — R.
Niech f: D C R® — R oraz f € C? w kazdym punkcie odcinka [z, x + h]. Wéwczas dla mamy:

flx+h) = f(z) + V(@)h + %hTHf(x)h + R(x,h)

Twierdzenie 7: Warunki Drugiego Rzedu f : R" — R.
Niech f :D CR™ — R, f € C%. Jezeli w x* zachodzi

1. Vi(z*) =0, oraz

2. Hf(ﬂ?*) >0

Wtedy w x* jest minimum lokalne f.
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Dowdéd. 7 twierdzenia Taylora dla R™ mamy:
1 1
fla+h) = f@) + Vp(@)h+ ShTHy(2)h+ o |h*) = f(z) + " Hy(2)h + of|]?)

czyli f(z+h)—f(x) =5 x)h+o . Z twierdzenia Rayleigh’a, wartos¢ formy kwadratowe
yli f(z+h)—f(x) = $h" Hy(x)h+o(|h|?). Z twierdzenia Rayleigh’a, $¢ formy kwad j

hT H¢(z)h mozemy ograniczy¢ z dotu przez Amin|h|*:

Fla+h) — f(x) = T Hy(@)h+ ol|A?) > SAmin B + o(lAP)

DN =

Dla dostatecznie matych h mamy wiec f(x + h) — f(z) >0 O

To co nam jeszcze pozostaje, to sprawdzi¢ kiedy Hy(z*) > 07

Twierdzenie 8: Kryterium Sylwestera.
Niech A bedzie symetryczng macierzqg o wartosciach rzeczywistych:

ai,l 1.2 coo a1,n
az 1 @22 coo a2.n
an,1  Qp2 coo Qn,n
Minorami gléwnymi macierzy nazwiemy:
ai,i 1.2 0oo a1,n
as 1 as o 000 ag n
a1l ai2 2 J )
M, = ai My = det ’ ’ ... M, =det . . . X
a1 a2 . .. .. :
An1 Qp2 ... GOnpn

Wowczas:

1. Macierz jest okreslona dodatnio wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory glowne M; macierzy A
sq dodatnie.

2. Macierz jest okreslona ujemnie wtedy @ tylko wtedy, gdy wszystkie parzyste minory glowne M;
macierzy A sq¢ dodatnie, a wszystkie nieparzyste minory gtéwne M; sq¢ ujemne.

Przyktad 4. Niech f(r) = 2% + 3. Znajdz ekstrema funkcji f(z):
Twierdzenie Warunkéw Pierwszego Rzedu:

Vi(z) = {gg{l(m), 68:;];(:1:)] = [221,235) =0 = [z1, 2] = [0, 0]

Twierdzenie Warunkéw Drugiego Rzedu:

8%f 9%f

ox2 O0x10x 2 0
moo-| & T =[0 5]

Ox20T, 630%
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The f(x) function has only one extremum, which is [0, 0] — minimum.
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