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Zajecia 2: Optymalizacja analityczna z ograniczeniami
Daniel Kaszyriski

2.1 Wlasnosci gradientu funkcji

Pojeciem juz wprowadzonym jest pojeciu gradientu funkcji — wektora pochodnych czastkowych. Gradient
funkcji bedzie czesto wykorzystywany w ramach wykltadu, stad warto znaé jego dwie, istotne z perspektywy
optymalizacji, wlasnosci. Dla przypomnienia:

Definicja 1: Gradient funkcji

Niech f: D C R* — R, z € D. Gradientem funkcji f, jest funkcja Vy(z) : R® — R™ w punkcie z
nazywamy funkcje:

Vi) = @) g @) )]

Pamietajmy, ze:

Zwigzek miedzy Pochodng Kierunkowa a Gradientem? Jezeli istnieje gradient funkeji V ;(x) w punk-
cie x (co oznacza, ze f jest rozniczkowalna w x)

_|9r of
Vi(x) = [&Cl,...,axn]

to pochodna kierunkowa funkcji f w kierunku wektora h jest réwna iloczynowi skalarnemu gradientu funkcji
f i wektora h

Twierdzenie 1: Gradient jest kierunkiem najszybszego wzrostu wartosci funkcji.

Dowdéd. Niech |h| = 1, tj. bedzie znormalizowanym wektorem. Wtedy stopa wzrostu wartosci
funkcji f w punkcie z w kierunku h jest dana przez pochodna kierunkowsa %((E). Wyznaczmy
w takim razie kierunek h, ktory maksymalizuje stope wzrostu wartosci funkcji f, tj. kierunek
maksymalizujacy pochodna kierunkowa:

df
a5 @) = Vi@)h = |V (@)l[hlcos(V (), h) = |V ()]cos(V(2), h)
()] > 0 oraz cos(Vy(x),h) € [—1,1] stopa wzrostu wartoéci funkeji f jest najwigksza,
gdy cos( 7(z),h) = 1, co implikuje, ze h wskazuje ten sam kierunek co Vy(x). Oznacza to, ze
Vil@)
V@)
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Twierdzenie 2: Gradient jest ortogonalny wzgledem warstwicy funkcji.

Dowdd. Niech f : R" — R, o* = (z7,...,2}) oraz V(z*) # 0. Niech r : R — R™ taki, ze
r(tp) = z*. Warto$é funkcji jest stala dla wszystkich punktéw z zadanej warstwicy (zgodnie z
definicja warstwicy) oraz: Vier f(r(t)) = c. Wtedy <% (f(r(t)) = Vy(r(t))%(t) = 0. W szczegdl-
nosci Vs (r(to)) % (to) = 0. Poniewaz % (ty) jest przestrzenia styczna do warstwicy funkcji f w
x*, oznacza to wtedy, ze V(z*) jest prostopadla do warstwicy funkcji. O

2.1.1 Warunki Pierwszego Rzedu w przypadku ograniczen réwnosciowych

Twierdzenie 3: Twierdzenie Lagrange’a, Mnozniki Lagrange’a.
Niech f : D C R* — R, f € C'. Jezeli funkcja f posiada w x ekstremum zwigzane h(z) = 0, gdzie
h:R™ = R™, h € Cl, wpunkcie z, to

Vi(z) + \'Dh(z) =0
Dila h : R™ — R.
Vi(z)+ AVi(z) =0
Przyklad 1. [ Niech f(z) = 2% + 23, oraz [z1,22] : h(z) = 2% + 222 = 0. ZnajdZ ekstrema funkcji
f(z) p-w. h(z) = 1. Z Warunkéw Pierwszego Rzedu (FOC) uzyskujemy:

2$1+)\2$1:0:>$1(1+)\):0
2$2+/\4$2:0:>$2(1+2)\):0

Co daje nam 4 rozwigzania:
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Rysunek 2.1: Wizualizacja ograniczen rownosci Warunkéw Pierwszego Rzedu

2.1.2 Warunki Drugiego Rzedu w przypadku ograniczen réwnosciowych

Twierdzenie 4: Warunki Drugiego Rzedu Twierdzenia Lagrange’a.
Niech f :DCR™ - R, h:R® — R™, h € C2. Niech istniejq takie x oraz X\, Ze:

1. V4(z) + NI'Dh(x) = 0, oraz

2. V.eT(x),z20 MamMy ZTHL($)z >0

Wtedy punkt x nazywamy minimum funkcji f, zwigzane h(x) = 0. T(z) nazywamy przestrzeniq styczng,
tj: T(z) = {z € R™ : 2TDh(z) = 0}. W praypadku, gdy m = 1, mamy T(x) = {z € R" : 2TV}, (z) = 0}

Przyklad 2. Rozwazmy 4 rozwiazania, ktére uzyskalismy z FOC. 1. [z1,22] = [0, %}, A=—3

. ZTVh(x) — [21722][21'1,4‘%2}71 = [21,22} |:0, \;L§:| =0

4
210+ 20— =0=z = [, 0]

V2



2-4 MO Zajecia 2: Optymalizacja analityczna z ograniczeniami

[a,O]THf([xl,xQ])[a,O]:[a,O]T{2+02/\ 2+04>\}[a,0}:[a,0]T{(1) 8][&,0]:a2>0

2. [z, 22] = [O,— }7 A= —

[N

1
V2
3. [z1,22] = [1,0], A = -1

Z: ZTVh(x) = [21722}[2x1,4x2]T = [21,22][1,0] =0
2114+ 20=0=2z=1[0,0q]

0. Hy o a0l = 0a)” | 25 0 el = el [ 0, 0,01 = 202 <0

4. [.131,1‘2] = [—1,0], A=-—1

2.1.3 Warunki Pierwszego Rzedu w przypadku ograniczen nieréwnosciowych

Twierdzenie 5: Warunki Karush-Kuhn-Tucker, KKT.
Niech f : D CR® — R, f € C! bedzie funkcjg celu, oraz b : R™ — R™, h € C* oraz g : R* — RP, g € C!
bedg ograniczeniami. Jezeli x jest ekstremum, to istnieje taki zestaw A = (A1,...,\p) oraz p = (1, ..., fbn)
ze:

1. Stationarity condition: Vy(z) + > "1 AV, (@) + > iy #iV(x) =0

2. Primal feasibility: V=1 . mhi(z) =0 and V=1, pg:(x) <0

3. Dual feasibility: Vi—1 . ppi > 0 — dla minimum

4. Complementary slackness: V=1, pu;gi(z) =0

Przyklad 3. f(z) = 2} + 23 ograniczona przez [r1, 2] : g(z) = 23 + 225 — 1< 0

Z FOC mamy:
[2z1, 222] + p[221,422) =0

201+ p2x1 =0=z1(L+X) =0
2x9 4+ pdas = 0= 22(14+2X\) =0

Co daje nam 4 rozwigzania:
1. [o1,29) = [o L}, 4 = —1 Dual feasibility

2. [x1,20) = [0, -1 }, = —% Dual feasibility
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3. [x1,22] =[1,0], u = —1 Dual feasibility
4. [z1,29] = [-1,0], p = —1 Dual feasibility

5. [x1,22] =[0,0], =0
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Rysunek 2.2: Wizualizacja ograniczen nieréwnoséci Warunkéw Pierwszego Rzedu

2.1.4 Warunki Drugiego Rzedu w przypadku ograniczen nieré6wnosciowych

Twierdzenie 6: Twierdzenie SOC (Twierdzenie KKT).
Niech f :DCR" - R, h:R* - R™, h € C?, g:R" — RP, g € C?. Niech istniejg takie x, \ oraz p, Ze:
1. Vy(z) + ATDh(z) + p"Dyg(z) = 0, oraz 2. V.er(s), 220 mamy 27 Hy )z > 0

Wtedy punkt x nazywamy minimum funkcji f, zwigzane h(x) = 0.

T(z) nazywamy przestrzeniq styczng, tj: T(z) = {z € R™ : 2TDh(x) = 0}. W przypadku, gdy m = 1,
mamy T(z) = {z € R" : 2TV}, (x) = 0}



