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Zajecia 3: Aproksymacje numeryczne

Daniel Kaszyriski

3.1 Robznice skonczone

Réznice skonczone to wyrazenia matematyczne w postaci f(z +b) — f(x + a). Jesli podzielimy réznice skon-
czong przez b — a, otrzymamy iloraz réznicowy. Te przyblizenia pochodnych sa czesto stosowane w metodach
réznic skonczonych do numerycznego rozwigzywania réwnan rézniczkowych. Ilorazy réznicowe omawiane
byly na wyktadzie na temat pochodnych. Ta sekcja poshuzy jako podsumowanie tych skonczonych réznic.

3.1.1 Roébznice skonczone “wstecz*“ i “w przod*

Najpopularniejszymi metodami aproksymacji pochodnych sg réznice skonczone “wstecz“ i “w przéd“. To
wlasnie z nich najczesciej korzystaliémy na poprzednich wyktadach.

Definicja 1: Pochodna funkcji

Pochodng funkcji f : R — R opisana przez réznice skonczong “w przdd“ nazywamy:

df . flx+h)— f(z)
! _ v _ JNT P SN
fi(x) = . (x) = ]111% 5 (3.1)
Pochodng funkcji f : R — R opisana przez réznice skonczona “wstecz* nazywamy:
df _flx) = flz—h)
1) — _
fi(z) = In (x) }llm%) W (3.2)

Algorytmy rézniczkowania numerycznego szacujace pochodna funkcji matematycznej przy uzyciu roéznicy
skonczonej “w przéd“ lub réznicy skonczonej “wstecz“ obarczone sa bledem O(h) (mozna to udowodnié przy
pomocy twierdzenia Taylora).

7 twierdzenia Taylora wiemy, ze:

Pl h) = @)+ £ @)t 3 f @R + < f @ (3.3)

Wyrazenie to mozemy przeksztalci¢ na:

F@h = fle+h) = f@) = 57" @h? = < f"@h . (34)
i dzielac to wyrazenie przez h otrzymujemy:
f/(x) — f(fE + h})b — f(l‘) _ %fﬂ(fﬁ)h _ éfl//(x)hZ — (35)

Mozemy wiec wywnioskowaé, ze blad réznicy “w przéd*“ jest rzedu O(h).
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Stosujac te samg metodologie, mozemy przeksztalci¢ ponizszy wzér:

Fla—h) = f@) — @)+ 3 f @R~ < f @ (3.6)
we wzor na réznice “wstecz‘:
— —h
f/(.’L'): f(.’E) i(w ) +%fl/<$)h—éf/”<$)h2—... (37)

Réznica wsteczna ma réowniez blad rzedu O(h).

3.1.2 Centralna réznica skonczona

Oprécez tych dwoch sposobéw obliczania pochodnej funkcji istnieje jeszcze trzeci - wykorzystujacy réznice
centralng. Ta metoda jest czasami nazywana pochodna symetryczna,.

Definicja 2: Centralna réznica skonczona funkcji

Pochodng funkcji f: R — R opisana przez centralng ré6znice skonczona nazywamy:

LA fah) = fa—h)

f'(@) = da:( )= hLO 2h

(3.8)

Algorytmy rézniczkowania numerycznego szacujace pochodna funkcji matematycznej za pomoca réznicy
centralnej obarczone sa bledem O(h?). Jest to preferowane, gdyz blad jest wtedy mniejszy niz w przypadku
poprzednich metod.

Podobnie jak w przypadku opisanych wczesniej przyblizen, z twierdzenia Taylora mozemy wyprowadzi¢ wzor
na réznice centralng. Tym razem jednak bedziemy potrzebowaé dwoch réwnan wyjsciowych:

Fla+h) = f(@) + [ @h+ 57" @ + @ + . (39)
Fla—h) = F@)— @)+ 3 f@h? — < f @ (3.10)

Odejmujac od siebie oba powyzsze wzory, otrzymujemy:
1
flx+h)— f(x—nh) =2f’(az)h—|—§f"’(x)h3+... (3.11)

f/(l‘) — f(m+h)2_hf<x_h) —%f’”(m)h?’—... (3.12)

3.2 Blad anulowania subtraktywnego

Obliczajac pochodne funkcji, mozemy napotka¢ problemy nie tylko natury matematycznej, ale takze tech-
niczne/sprzetowe. Jednym z popularnych probleméw tego rodzaju jest btad anulowania subtraktywnego.

Podczas stosowania arytmetyki zmiennoprzecinkowej mozemy napotkaé¢ btad anulowania subtraktywnego.
Kiedy komputery pracuja z liczbami rzeczywistymi, musza w jakis sposéb przechowywaé w tych liczbach
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potencjalnie nieskoniczona liczbe miejsc po przecinku. W tym celu wykorzystuja m.in. zmienne typu float,
ktore stanowia skonczone przyblizenie liczb rzeczywistych. Wiekszoé¢ jezykéw programowania wykorzystuje
standard techniczny arytmetyki zmiennoprzecinkowej zwany IEEE 754. Niestety, w ten sposéb czesciowo
traci sie precyzje, ale jest to spowodowane ograniczona pamiecia komputera.

Btad anulowania subtraktywnego to zjawisko, ktore moze wystapi¢ podczas odejmowania dwoéch prawie
rownych liczb. Liczby zmiennoprzecinkowe w komputerach maja ograniczona precyzje i gdy odejmie sie dwie
liczby o bardzo zblizonej wartosci, w wyniku moze wystapi¢ utrata cyfr znaczacych.

Przyklad 1. Niecha =0.3+0.34+0.4—1orazb=-1+0.3+ 0.3+ 0.4.

Kierujac sie prosta matematyka, mozemy stwierdzi¢, ze a jest rowne b. Niestety obliczenia wykonane
na zmiennych zmiennoprzecinkowych moga nie da¢ tego samego wyniku.

1 a <- 0.3+0.3+0.4-1
2 b <= -1+0.3+0.3+0.4

4+ print(a == b) # FALSE
5 print(a) # 0O
6 print(b) # 5.551115e-17

Listing 1: Przyktad bledu anulowania subtraktywnego w jezyku R

W tym przyktadzie obliczenia wykonane w celu uzyskania a i b moga daé bardzo zblizone, ale jednak
rézne wartosci. Wyniki moga nie byé¢ na tyle doktadne, na ile mozna by sie spodziewaé, ze wzgledu
na btad anulowania subtraktywnego. Dokladnoé¢ wyniku zalezy od liczby cyfr znaczacych, ktore
mozna przedstawi¢ w formacie zmiennoprzecinkowym. Trzeba zatem pamietaé, ze przy odejmowa-
niu zmiennych typu float moze wystapi¢ blad, ktéry choé niewielki, moze zepsué niektére proste
poréwnania i obliczenia.

Aby zlagodzi¢ bledy anulowania subtraktywnego, mozna zastosowaé rézne techniki i algorytmy, takie jak
zmiana uktadu wyrazenia, aby unikna¢ odejmowania prawie réwnych liczb lub w razie potrzeby uzyé aryt-
metyki o wiekszej precyzji. Ponadto zrozumienie ograniczen arytmetyki zmiennoprzecinkowej i swiadomosé
potencjalnych zrédet btedéw jest kluczowa podczas pracy z obliczeniami numerycznymi w programach kom-
puterowych.

3.3 Zlozona pochodna schodkowa

Aby uniknaé¢ problemu bledéw subtraktywnego odejmowania oméwionego w poprzedniej sekcji, mozna za-
stosowaé roézne typy metodologii i transformacji formul. Jednym z mozliwych rozwiazan jest uzycie Ztozo-
nej pochodnej schodkowej (ang. Complex Step Derivative). Gléwna idea tej metody jest wykorzystanie
rownania Taylora i liczb zespolonych w celu wyeliminowania koniecznosci odejmowania dwoch zmiennych
zmiennoprzecinkowych.

Zacznijmy od réwnania Taylora uzywajac liczb zespolonych:

f(z +ih) = f(z)+ f'(x)ih — %f”(x)hQ - éf”’(x)ihs + ... (3.13)

Zakltadajac, ze chcemy obliczy¢ pierwsza pochodna funkcji, musimy przeksztaltci¢ wzor:

F(@)ih = f(z +ih) — f(x) + % P (2)h? + % F@)ibE + (3.14)
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Nastepnie musimy wyizolowa¢ pochodna. Mozemy zacza¢ od podzielenia obu stron przez h:

flayi= 1o ”;L) — /@), %f”(x)h + éf”’(x)ihQ +.. (3.15)

Aby otrzymaé tylko pochodng, musimy zadbaé takze o cze$é urojong:

f(z) =Im (f(IJrZ};L) - f(I)) + %f’"(x)hQ + . (3.16)

Na szczescie jestesmy w stanie usunac % "(x)h, poniewaz nie zawiera on cze$ci urojonej. Uprosci to nasza

formute, ale nadal nie jest tak dobra, jak by$Smy sobie tego zyczyli. Nie pozbylidmy si¢ jeszcze odejmowania
dwdch instancji funkcji. W tym celu powinnidmy rozdzieli¢ pierwsza czesé naszego wzoru:

ih 1
Pa) = o (L&Y o (L@ L Ly (3.17)
h h 6
Mozemy zauwazy¢, ze Im (%) nie ma czedci urojonej. Mozemy wiec usunaé¢ go z naszego réwnania. W
ten sposob otrzymujemy wzor, ktory pomaga uniknaé problemu btedu anulowania subtraktywnego:
ih 1
F(x) = Im (ﬂxhﬂ)) g @n (3.18)

Ten wzor jest esencja zlozonej pochodnej schodkowej. Jest to czwarty juz wspomniany sposéb obliczania
pochodnej funkcji.

3.4 Poréwnanie réznic skonczonych

Aby lepiej zrozumieé réznice pomiedzy opisanymi réznicami skonczonymi, warto przeprowadzié szereg testow
i poréwnan.

Niech f = sin(2?). Korzystajac z zasad rézniczkowania symbolicznego, mozemy wnioskowaé, ze f'(r) =
2zco0s(z?).

Niech v = 2% Wtedy, % = 2z oraz % = cos(u) = cos(x?). Jedli polaczymy te informacje, otrzymamy

nastepujace réwnanie:

_ & dudf = 2xcos(z?) (3.19)

f’(x) T dr dxdu

Dla pewnoéci mozemy uzy¢ jezyka programowania R do obliczenia pochodnej funkcji f. W tym celu musimy
najpierw zaimportowaé biblioteke Deriv, ktéra stuzy do obliczania pochodnych:

if (!require(Deriv)) install.packages(’Deriv’);

Listing 2: Importowanie biblioteki Deriv

Korzystajac z bibliotek zewnetrznych, warto jest sprawdzaé¢ ich dokumentacje. W jezyku programowania R
mozna to zrobi¢ dodajac znak ’?’ przed nazwag biblioteki:

# Dostep do dokumentacji biblioteki

> ?Deriv

Listing 3: Dostep do dokumentacji biblioteki Deriv
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Nastepnie korzystajac z tej biblioteki mozemy obliczyé pochodna funkcji f:

f <- function(x) sin(x~2);
df <- Deriv (f)

cat(’f = ’, deparse(f)[2], ’\n’)
cat(’df = ’, deparse(df)[2], ’\n’)

Listing 4: Pochodna funkcji f obliczona przy pomocy biblioteki Deriv

W wyniku tych obliczen otrzymujemy: f = sin(z?) and df = 2zcos(z?).

Wykresy funkcji f i jej pochodnej df wygladaja nastepujaco:

— X
— df(x)

f(x)
0
|

-3 -2 -1 0 1 2 3

X

Rysunek 3.1: Wykresy funkcji f i jej pochodnej df

Oczywiscie, aby poréwnacé rozne rodzaje aproksymacji pochodnych funkcji w jezyku programowania R, naj-
pierw musimy posiada¢ implementacje tych metod. Znajac definicje i wzory metod, stworzenie ich imple-
mentacji nie jest trudnym zadaniem. Przykladowe definicje moga w kodzie wygladaé nastepujaco:
diff_forward <- function (f, x, h = 10°-6) (f(x + h) - f(x)) / (h);

diff_backward <- function (f, x, h = 10°-6) (f(x) - f(x - h)) / (h);

diff_central <- function (f, x, h 10°-6) (f(x + h) - f(x - h)) / (2*h);
diff_complex <- function (f, x, h 10°-6 ) Im(£f(x + hx1i )) / (h);

Listing 5: Implementacje réznic skonczonych

Nastepnie mozemy sprawdzi¢ réznice w wartosciach otrzymanych w wyniku tych przyblizen w podanym
punkcie xg = 1. Ponizszy fragment kodu zapewnia nam wartosci dla kazdej skonczonej réznicy:

x0 <- 1

cat(’df = > , format( df(x0), nsmall = 20 ), " \n ")

BEE (? oocccmocoocoooooooococoonsoconooocoonoos >, " \n ")

cat(’diff_forward = ’> , format( diff_forward(f, x0), nsmall = 20), " \n ")

cat (’diff_backward = ° , format( diff_backward(f, x0), nsmall = 20), " \n ")
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20) , n \n ||)
20)’ " \n ||)

>, format( diff_central(f, x0), nsmall
cat(’diff_complex >, format( diff_complex(f, x0), nsmall

Listing 6: Wartosci uzyskane przez réznice skonczone dla punktu zg =1

df = 1.08060461173627953002

diff_forward = 1.08060346903915416306
diff_backward = 1.08060575443325035394
diff_central = 1.08060461179171340973
diff_complex = 1.08060461173868294082

Jak wida¢ wartosci te sg do siebie zblizone i nie odbiegaja zbytnio od rzeczywistej wartosci pochodnej funke;ji.
Metoda diff_complex osiggneta najlepszy wynik, poniewaz jest najblizsza wartosci rzeczywistej.

Oprécz sprawdzenia poszczegdlnych wartosci funkcji dla kazdej ze skonczonych réznic, mozemy réwniez
wykonaé¢ wiele innych poréwnan. Przykladowo mozemy wykresli¢ jak szybko btad wzgledny zbiega sie do
0 w odniesieniu do wszystkich réznic numerycznych. Wykres stworzony w tym celu, powinien mie¢ skale
wykladnicza, poniewaz wszystko co nas interesuje bedzie mialo miejsce w bardzo waskich przedzialach. Aby
poprawi¢ widoczno$é, zaleca sie stosowanie skali logarytmiczne;j.
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— diff_forward
diff_backward
9 — diff_central
& 7] — diff_complex
I
T T T T 1
le-20 le-15 le-10 le-05 1e+00

Rysunek 3.2: Blad wzgledny dla kazdej ze skoniczonych réznic na f
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Jak wida¢ na powyzszym wykresie, charakterystyka zmian bledu wzglednego w zaleznosci od h jest rézna
dla kazdej metody aproksymacji. Sledzac wartoéci wzgledem osi h od prawej do lewej, mozemy zobaczy¢,
jak blad wzgledny zbiega sie do zera (lub w wiekszosci przypadkéw przynajmniej prébuje sie zbiegaé). Dla
kazdej skoniczonej réznicy mozemy zdefiniowaé nastepujace zachowanie:

e diff_forward oraz diff_backward - Réznica skonczona 7w przéd” i réznica skonczona ”wstecz” za-
chowywaly si¢ bardzo podobnie przy probie zbiegania do zera. Obie metody osiagnely minimalny btad
przy h wynoszacym okoto le — 08. Od tego momentu btad zaczal jednak rosnaé. Bylo to spowodowane
opisanym wczeéniej bledem anulowania subtraktywnego (patrz sekcja . Btad spowodowany odje-
ciem dwoch zmiennych zmiennoprzecinkowych dla mniejszych wartosci h znaczaco wpltywal na jakosé
wynikéw w tych przypadkach.

e diff central - Centralna réznica zachowywala si¢ podobnie do dwéch wceze$niej opisanych metod,
z kilkoma zauwazalnymi réznicami. Po pierwsze, na poczatku metoda ta osiaggala minimum znacznie
szybciej w okolicach 1e—05. Nachylenie zbiegania btedu wzglednego dla tego przyblizenia byto znacznie
bardziej strome. Bylo to spowodowane faktem, ze réznica $rodkowa obarczona jest btedem O(h?). Co
wiecej, wartosci btedow wzglednych pozostawaly érednio nieco ponizej wartoéci uzyskiwanych w przy-
padku réznic skonczonych ”w przéd” i ”wstecz”1.

o diff_ complex - Ze wszystkich opisanych metodologii najlepiej wypadla aproksymacja zlozonej po-
chodnej schodkowej. Nie tylko zbiega do zera w tempie poréwnywalnym z réznica centralna, ale takze
nie byt dotkniety problemem btedu anulowania subtraktywnego. Pozwolilo to na osiaggniecie w tej me-
todzie wartosci bledoéw wzglednych bliskich zeru w takim stopniu, ze jezyk R nie rozrézniat ich od zera
(dlatego zniknely z wykresu).

3.5 Automatyczne rézniczkowanien

Automatyczne rézniczkowanie (ang. automatic differentiation), znany réwniez jako rézniczkowanie algoryt-
miczne lub autoréznicowanie, to technika stosowana do wydajnego i dokladnego oceniania pochodnych funkcji
matematycznych. Podstawowym celem tej techniki jest automatyczne i systematyczne obliczanie pochodnych
danej funkcji, co czyni ja szczegdlnie przydatna w optymalizacji, uczeniu maszynowym i obliczeniach nauko-
wych.

Automatic differentiation rézni sie od rézniczkowania symbolicznego 1 numerycznego. Rézniczkowanie sym-
boliczne napotyka wyzwania podczas przeksztalcania programu komputerowego w ujednolicone wyrazenie
matematyczne, co czesto skutkuje nieefektywnym kodem. Z drugiej strony rézniczkowanie numeryczne, wyko-
rzystujace metode réznic skonczonych, ktéra moze wprowadzaé¢ bledy w procesie dyskretyzacji i powodowaé
problemy zwiazane z anulowaniem. Te tradycyjne metody sprawiajg takze problemy przy obliczaniu pochod-
nych wyzszego stopnia. Natomiast automatyczne réznicowanie skutecznie rozwiazuje wszystkie te problemy.

Aby w pelni zrozumieé, jak dziala automatyczne rézniczkowanie, musimy najpierw zapoznaé sie¢ z kilkoma
podstawowymi koncepcjami, ktore za nim stoja. Po pierwsze, rozktad rézniczek zapewniony przez regule
lancuchowsq pochodnych czastkowych ma fundamentalne znaczenie dla automatycznego rézniczkowania.

Regula tancuchowa to podstawowe pojecie w rachunku rézniczkowym, ktore opisuje jak znalezé pochodna
funkeji zlozonej. Jedli mamy ztozenie dwdch funkeji f(x) i g(x) takie, ze f(g(x)), to regula lancuchowa stwier-
dza, iz pochodna tego zlozenia po x jest iloczynem pochodnej f wzgledem jej argumentu g(z) i pochodnej
g wzgledem z:

daf df dg

dx = qgdn = W@ (@) (3.20)

(9(2) = - (F 0 9)(a)

Kolejna kwestia, na ktéra warto zwréci¢ uwage jest fakt, ze automatyczne réznicowanie wykorzystuje grafy
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obliczeniowe (jawnie lub nie). Graf obliczeniowy jest reprezentacja wyrazenia matematycznego lub procesu
obliczeniowego. Powszechnie uzywana sie go do wizualizacji i zrozumienia przeptywu obliczen zwigzanych
z ocena funkcji lub wykonaniem serii operacji.

Wiekszosé wzoréw matematycznych mozna podzielié¢ na serie podstawowych operacji arytmetycznych (np.
dodawanie, mnozenie, potegowanie). Aby utworzy¢ graf obliczeniowy, najpierw tworzymy wierzchotki. Wierz-
cholki grafu obliczeniowego reprezentuja operacje lub funkcje matematyczne. Kazdy wierzcholek posiada
przypisane do siebie dzialanie, takie jak dodawanie, mnozenie lub bardziej zlozona operacja. Krawedzie
w grafie przedstawiaja przeplyw danych lub zaleznoédci pomiedzy operacjami. Krawedz miedzy wierzchot-
kami wskazuje, ze wynik pierwszej operacji jest uzywany jako wejscie dla drugiej operacji. Dane wejsciowe
na grafie obliczeniowym sa zwykle przedstawiane jako wierzcholki bez krawedzi przychodzacych, podczas
gdy wyjscia to wierzchotki bez krawedzi wychodzacych.

Przyktad 2. Niech f(21,22) = (cos(31) + £ — sin(z2)) - (3 — sin(z2)). Graf obliczeniowy takiej

funkcji wygladalby nastepujaco:

Vi Vs V7

V3
<:::::}444444>[ Xy J444444+[ vi/vy J444444>[cos(V3)}444444+{ V4+vg J
V2 Ve ‘HIIH’

|

Vs
<::::>444444>[ X3 }444444>(shuv2)}444444>{ V3-Vg

Rysunek 3.3: Przykladowy graf obliczeniowy funkcji f(z1,x2)

Kolejna istotna czescia algorytmu jest uzycie liczb podwdjnych (ang. dual numbers). Dzigki nim W kazdym
wierzchotku grafu obliczeniowego nie tylko obliczymy wartosci liczbowe funkcji, ale jednoczesnie obliczymy ich
pochodne. Ten prosty trik pomoze nam ponownie wykorzystaé fragmenty obliczone w poprzednich krokach
w przysztych operacjach. Jednocze$nie ograniczamy sie do obliczania pochodnych tylko prostych operacji
arytmetycznych.

W jezyku programowania R mozemy zaimplementowaé takie liczby podwdjne za pomocg programowania
obiektowego:

DualNumber <- function(val, eps=0) {
obj <- list(val = val, eps = eps)
class (obj) <- "DualNumber"
return (obj)

Listing 7: Implementacja liczb podwdjnych

Na koniec pozostaje jeszcze kwestia obliczenia wynikéw poszczegélnych operacji na grafie obliczeniowym.
Eleganckim sposobem podejécia do tego problemu jest uzycie przeciazanie operatoréw (ang. operator
overloading). Kazdy operator (taki jak ,4” lub ,-”) mozemy go wykorzystaé¢ do zdefiniowania innego zacho-
wania, specjalnie dostosowanego do naszych liczb podwdjnych.

Stwoérzmy przeciazenia dla kazdej z podstawowych operacji. Na poczatek mozemy zaczac¢ od operatora do-
dawania - '+
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"+" <- functiomn (x, y) {
if (class(x) == "DualNumber") {
val <- x$val + y$val
eps <- x$eps + y$eps
return (DualNumber (val, eps))
} else {
.Primitive ("+") (x, y)
}
}

Listing 8: Przeciazenie operatora dodawania

Kazdy operator jest funkcja, ktéra przyjmuje dwa parametry jako dane wejsciowe i podaje wynik. Najpierw
powinno sie rozrézni¢ wplyw operatora na liczby podwdjne i inne wartosci (dla ktérych dziatanie operatora
pozostanie niezmienione). Jesli chcemy dodaé dwie liczby podwdjne, musimy dodaé zaréwno ich wartodci, jak
i wartosci ich pochodnych. Nastepnie mozemy zwrédci¢ nowo utworzony wynik jako dual number.

Postepujac w podobny sposéb mozemy zaimplementowaé przeciazanie operatora dla operatora odejmowania

R

"-" <- function (x, y) {
if (class(x) == "DualNumber") {
val <- x$val - y$val
eps <- x$eps - y$eps
return (DualNumber (val, eps))
} else {
.Primitive("-")(x, y)
}
}

Listing 9: Przeciazenie operatora odejmowania

Przy przeciazaniu operatora mnozenia "*’ warto przypomnieé¢ sobie wzdr Leibniza (wzoér stuzacy do wyzna-
czania pochodnych iloczynu dwéch funkeji):

(f(@)g(x)) = f'(@)g(x) + f(2)g'(x) (3.21)

"x" <- function (x, y) {
if (class(x) == "DualNumber") {
val <- x$valx*y$val
eps<-y$val*x$eps + x$val*y$eps
return (DualNumber (val, eps))
} else {
.Primitive ("*") (x, y)
}
}

Listing 10: Przeciazenie operatora mnozenia

Jako ostatni operator, ktory opracujemy na potrzeby tej przykladowej implementacji, mozemy przeciazy¢
operatora potegowania. Pomocny moze okaza¢ sie¢ wzor na pochodna funkcji potegowej:

d

= %(xk) = kxk71 (322)

f'(@)
Nalezy tylko pamieta¢ o pomnozeniu wartoéci uzyskanej z tego wzoru przez obliczona wczesniej wartosé
pochodnej:

"' <- function (x, k) {
if (class(x) == "DualNumber") {
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val <- x$val-k

eps <- kxx$val~(k-1)*x$eps

return (DualNumber (val, eps))
} else {

.Primitive ("~ ") (x, k)

}
}

Listing 11: Przeciazenie operatora potegowania

Do dzialania algorytmu automatycznego rézniczkowania wystarcza dual numbers i przeciazone operatory.
Teraz mozemy przejé¢ do testowania algorytmu.

Przyktad 3. Niech A = 5 z uwzglednieniem pierwszej zmiennej, B = 4 z uwzglednieniem drugiej
zmiennej oraz C' = 7 z uwzglednieniem trzeciej zmiennej. Ponadto, niech f(z1,22,73) = 23 +z172 +
To + x3:

# Deklaracja wartosci DualNumer
A <- DualNumber (5, c(1,0,0))
B <- DualNumber (4, c(0,1,0))
C <- DualNumber (7, c(0,0,1))

# Obliczanie wartosci funkcji f(A, B, C).
A2 + A¥B + A + C

Listing 12: Przyktad automatycznego rézniczkowania

Gdy wykonamy te obliczenia, otrzymamy nastepujace wyniki:
$val

[1] 57

$eps

[1] 1551

attr(,” class”)

[1] ”DualNumber”

Jak widaé¢, wykonujac prosta operacje na liczbach typu dual number, mozemy otrzymaé zardéwno
warto$c¢ funkcji f, jak i wartos¢ pochodnej po kazdej ze zmiennych wejéciowych. Co wiecej, otrzymane
wartosci dla $eps sa dokladnie gradientem funkcji f w danym punkcie.
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