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Zajecia 4: Metody lokalne

Daniel Kaszyriski

4.1 Pochodna kierunkowa i pochodna czastkowa

Pochodna kierunkowa funkcji mierzy, jak funkcja zmienia si¢ w okre$lonym punkcie w kierunku danego
wektora. Innymi stowy, okresla szybkos¢ zmian funkcji w okreslonym kierunku. Mierzy on wplyw przesuniecia
funkcji f o wektor h.

Definicja 1: Pochodna funkcji jednowymiarowej

Pochodng funkcji f : R — R nazwiemy funkcje:

7wy =T ay = 1m

flx+96) - f(x)
lim 5 (4.1)

Kiedy mamy do czynienia z funkcja jednowymiarowa, domyslnie zakladamy, ze wektor h jest po prostu réwny
1 (patrz Definicja 1)). Oznacza to, ze przesuniecie w dziedzinie x jest mnozone przez 1 podczas poruszania sie
w tej przestrzeni. W bardziej ogblnym przypadku, zwlaszcza gdy operujemy na funkcjach wielowymiarowych,
mozemy poruszaé sie po réoznych wektorach h. Nalezaloby je zatem uwzgledni¢ we wzorze.

Definicja 2: Pochodna kierunkowa funkcji

Pochodng kierunkowa wielowymiarowej funkcji f : D CR* - R,z € Dorazh e R*": 2 +h e Dw
punkcie x wzdluz wektora h nazwiemy funkcje:

A 5 py = i LEFN = f() (4.2)

Definicja 3: Pochodna kierunkowa funkcji (z wykorzystaniem gradientu)

Pochodng kierunkowa wielowymiarowej funkcji f: D C R* - R,z € Doraz h e R" : 2 +h €D w
punkcie  wzdtuz wektora h nazwiemy funkcje:

daf
o5 (@1 = Vi(@)h =V (2)]|h] cos(a) (4.3)

gdzie V() jest gradientem funkeji f, a « jest katem pomiedzy wektorami Vy(x) oraz h.

Pochodna czastkowa jest szczegbélnym przypadkiem pochodnej kierunkowej. Pochodna czastkowa opisuje
szybkos¢, z jaka funkcja wielu zmiennych zmienia sie wzgledem jednej ze swoich zmiennych, przy jednocze-
snym zachowaniu stalych pozostalych zmiennych. Zasadniczo jest to pochodna funkcji wzgledem jednej z jej
zmiennych niezaleznych, traktujaca pozostale zmienne jako state. Pochodna czastkowa jest takze wrazliwo-
$cig funkcji.
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Definicja 4: Pochodna czastkowa

Niech f : D C R® - R, z € D oraz h € R™ : x + h € D. Pochodng czastkowa funckji f w punkcie x
wyliczana po wartosci x;, ¢ = 1,2, ...n nazwiemy funkcje:

of . _ df
8$i a dei

()

()

gdzie e; jest i-tym wersorem przestrzeni R™. Pochodna czastkowa funckji f wyliczana po wartosci x;
jest zatem a pochodna kierunkows f w kierunku wyznaczanym przez i-ty wersor, co oznacza ze h = e;.

4.2 Jadro (w algebrze liniowej)

Jadro w algebrze liniowej reprezentuje zbiér rozwiazan lub wektoréw, ktére ,znikaja”’ lub sa mapowane na
wektor zerowy w ramach danej transformacji liniowej lub operacji macierzowej. Pojecie jadra ma funda-
mentalne znaczenie w algebrze liniowej i posiada rézne zastosowania, w tym wsparcie przy rozwiazywaniu
uktadow réwnan liniowych i zrozumieniu wlasciwosci przeksztalcen liniowych.

Rozwazmy mape liniowg reprezentowang jako macierz m X n o nazwie A ze wspdlczynnikami w polu K,
ktora operuje na wektorach kolumnowych x z n komponentami w odniesienu do K. The kernel of this linear
map is the set of solutions to the equation Ax = 0, where 0 is understood as the zero vector.

N(A) = Null(A) = ker(A) = {x € K" | Ax = 0}. (4.4)
Jadro przestrzeni n-wymiarowej jest macierza tozsamosciowg o rozmiarze n. Mdwiac prosciej, jest to macierz

kwadratowa n x n z jedynkami na gléwnej przekatnej (od lewego gérnego do prawego dolnego rogu) i zerami
w pozostalych miejscach.

1 0 0

0 1 0
ker(Apxn) = )

0 O 1

Kazdy wiersz tej macierzy (zwany takze wersorem przestrzeni) jest oznaczany jako e;, gdzie i = 1,2,...n.
Wiersze te sa przydatne przy obliczaniu pochodnej czastkowej funkcji (patrz Definicja 4)).

4.3 Optymalnos$é przy pracy z przestrzenia wielowymiarowq

Podczas rozwiazywania problemdéw zwiazanych z funkcjami wielowymiarowymi, czesto mamy za zadanie
znalez¢ ekstremum tych funkcji. Jesli uzywamy do tego metod lokalnych, powinnismy wyznaczyé¢ wektor,
ktorego kierunek wskaze nam dane ekstremum. Metody lokalne, jak sama nazwa wskazuje, uwzgledniaja
tylko najblizsze sasiedztwo punktu w rozpatrywanej przestrzeni. Majac to na uwadze, najprostszym sposo-
bem znalezienia ekstremum jest podazanie w kierunku najszybszego zmniejszania (lub zwigkszania) funkcji.
Wektor wskazujacy w tym kierunku jest szukanym, optymalnym wektorem.

Optymalnos¢ wymaga od nas wczedniejszego okredlenia dwoch warunkdw:
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o Okreslenia rozpatrywanej funkcji oceny,

e Wyboru, czy chcemy zminimalizowaé¢, czy zmaksymalizowaé dang funkcje.

Funkcja oceny w wiekszoéci przypadkéw jest po prostu badang funkcja f. Mozemy réwniez zauwazyé, ze
minimalizacja funkcji i maksymalizacja funkcji sa bardzo podobnymi zadaniami. W rzeczywistosci mozemy
zastapi¢ maksymalizacje funkcji minimalizacja odwrotnosci tej funkcji.

argmax f = argmin(—f) (4.5)

Przyktad 1. Niech f(z,y) = 22 + 2y? oraz x9 = (2, 3). Wykres takiej funkcji wygladalby nastepu-
jaco:
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Rysunek 4.1: Funkcja f(z) = 22 + 2y?

Funkcja f posiada ekstremum w punkcie (0, 0). Gdyby$my mieli znalezé to ekstremum zaczynajac
ze startowego punktu xg, musieliby$my znalezé optymalny wektor reprezentujacy najszybszy spadek
funkeji f. Wektor ten jest reprezentowany przez antygradient badanej funkeji (—V ¢(x)).
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Rysunek 4.2: Wektor o punkcie zaczepienia xg, ktéry reprezentuje najszybszy spadek funkcji f

Pochodna kierunkowa moze pomdc w znalezieniu optymalnego wektora. Jesli chcieliby$my zminimalizowaé

funkcje (jak w przypadku [Przykiadu 1f), nalezaloby wykorzysta¢ wzér na pochodna kierunkowa:

argmin ﬁ(x, h) = argmin |V ¢(z)||h| cos(a) (4.6)
n o dh h

Zakladajac, ze dlugosé gradientu Vy(z) jest stala i dlugo$é wektora h jest réwniez stala, gléwnym parame-
trem, ktérym mozemy sterowad, jest kat pomiedzy tymi wektorami (cos(e)). Gradient wskazuje nam kierunek
najszybszego wzrostu wartosci funkcji. Naturalnie, jesli chcemy zminimalizowaé¢ funkcje, powinnismy wybraé
kierunek odwrotny - antygradient. Potwierdza to réwniez wzér zamieszczony powyzej, poniewaz cos(180°)
jest réwny -1, podczas gdy dlugosci wektoréw sa zawsze wartosciami dodatnimi.
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Rysunek 4.3: Wykres funkcji cosinus

4.4 Metoda gradientu prostego (gradient descent)

Metoda gradientu prostego (ang. gradient descent) to algorytm optymalizacji powszechnie stosowany w
celu minimalizacji nieliniowych funkcji analitycznych. W wiekszosci przypadkow za funkcje te przyjmuje sie
funkcje kosztu lub straty w uczeniu maszynowym lub innych problemach optymalizacyjnych. Celem metody
gradientu prostego jest iteracyjne dazenie do minimum funkcji poprzez dostosowywanie jej parametréw.

Definicja 5: Metoda gradientu prostego (gradient descent)

Biorac pod uwage, ze metoda gradientu prostego jest algorytmem iteracyjnym, punktem obliczonym
w (k — 1)-tym kroku algorytmu na bazie funkcji f : D C R" — R, z; € D nazywamy:
Tpt1 = Tp — aVy(xy) (4.7)

gdzie k € N jest numerem iteracji, a jest wspolczynnikiem dtugosci krokéw (learning rate), a V¢ ()
jest gradientem funkcji f w punkcie xy.

Ogdlna koncepcja polega na powtarzaniu krokéw w kierunku przeciwnym do gradientu (lub przyblizonego
gradientu) funkcji w kazdym kolejnym punkcie, poniewaz jest to kierunek najbardziej stromego opadania
wartosci funkcji. Z drugiej strony, krok w kierunku gradientu doprowadzi do lokalnego maksimum tej funkcji.

Przyktad 2. Biorac pod uwage wzér na metode gradientu prostego funkcji f, niech x; = o —
aV(zg), gdzie x¢ jest punktem startowym algorytmu, z; jest nastepnym punktem wyliczonym
zgodnie z kierunkiem najwiekszego spadku funkcji oraz parametr a = 0.1.

Postepujac w ten sam sposéb, mozemy réwniez obliczy¢ punkty mozliwe do uzyskania w kolejnych
iteracjach algorytmu:

o o =11 —aVy(r)

o 13 =19 — aVy(za)
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o x4 =x3—aVy(xs) (...)

Niech f(x) = 22 oraz zq = 1. Wartosci kolejnych punktéw zg, 21, Z... w metodzie gradientu prostego
WYnosza:

1-01-2=0.8
0.8—-0.1-1.6=0.64

0.64 —0.1-1.28 =0.512
=0.512 —0.1-1.024 = 0.4096 (...)

o 1 =x0 — aVy(xg

(

o x9 =11 —aVy(x;

o 13 =1x9—aVy(z
(

e — ~— —

o 1y =13 —aVy(rs
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Rysunek 4.4: Zbieganie kolejnych wartosci punktéw xg, o1, Tz... do ekstremum funkcji f(x) = 22 po ustawie-
niu parametru o = 0.1

Uzywajac jezyka programowania R mozemy napisaé prosta implementacje metody gradientu prostego. Przede
wszystkim potrzebujemy funkeji do obliczenia gradientu. Mozemy do tego uzyé grad(f,x) z biblioteki num-
Deriv lub mozemy zaimplementowac ja od zera w nastepujacy sposob:

if (!require(docstring)) library(docstring) # Biblioteka do dokumentacji kodu!

num_grad <- function(f, x, h = 107-6){
#’ Centralny Gradient Numeryczny
#)
#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za wyznaczenie gradientu numerycznego
#’ poprzez obliczenie wektora srodkowych pochodnych czastkowych.
#J
#’ @param f funkcja. Funkcja, ktorej gradient wyznaczamy.
#’ @param x wektor numeryczny. Punkt, w ktorym wyznaczany jest gradient
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11 #’ numeryczny.

12 #’ @param h skalar. Skonczona wartosc roznicy.
13 #’
A #’ Qusage num_grad(f, x)

15 #’
16 #’ Q@return Wektor pochodnych czastkowych funkcji f.

18 n <- length(x)
19 g <- rep(NA, n) # wstepna alokacja pamieci do przechowywania gradientu
20 e <- diag(mn)

22 # obliczanie pochodnych czastkowych
3 for(i in 1 : n) glil = (f(x+h*e[i,])-f(x-h*xel[i,]))/(2*h)
24 return(g)

Listing 1: Implementacja gradientu numerycznego

Powyzsza funkcja posiada komentarze umozliwiajace podglad dokumentacji funkcji. Dokumentacja ta za-
wiera krétki opis, parametry wejsciowe i zwracane warto$ci. Dostep do dokumentacji mozemy uzyskaé za
pomoca nastepujacego polecenia;

1 # Zapewnia dostep do dokumentacji
2 ?num_grad

Listing 2: Funkcja umozliwiajaca dostep do dokumentacji
Po uruchomieniu tego polecenia wyswietli sie nastepujaca dokumentacja:

Centralny Gradient Numeryczny

Description

Funkcja odpowiedzialna za wyznaczenie gradientu numerycznego poprzez obliczenie wektora srodkowych pochodnych czastkowyeh
Usage

num_grad(f, x)

Arguments

£
funkeja. Funkeja, ktorej gradient wyznaczamy.

x
wektor numeryezny. Punkt, w ktorym wyznaczany jest gradient numeryczny.

h
skalar. Skonczona wartose roznicy.
Value

Wektor pochodnych czastkowych funkeji £

Rysunek 4.5: Dokumentacja docstring funkcji gradientu numerycznego

Teraz mozemy przetestowaé dzialanie napisanej przez nas funkcji gradientu numerycznego. Aby to zro-
bi¢, najpierw musimy przygotowaé parametry wejsciowe. Nastepnie mozemy wywolaé¢ wspomniana funkcje,
sprawdzi¢ jej wyniki i opcjonalnie przeprowadzi¢ dodatkowe testy wydajnosciowe.

1 # Parametry wejsciowe
2 my_fun <- function(x) 2*x[1]"2 + x[2]"2
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c(3,4) -> x0 # Uwaga! Strzalki nie tylko w lewo!

# Wyniki

my_fun(x) # 2%3°2+4°2 = 17 # Sprobuj takze: sin(x"2);
x0 <- c(-3, -2)

my_fun(x0) # 2*(-3)"2+(-2)"2 = 22

num_grad (my_fun, x0, 10°-6) # zwraca wektor [-12, -4]

# Test 1
if (!require (numDeriv)) library(numDeriv) # Biblioteka do obliczen numerycznych
grad (my_fun, x0) # gradient

hessian(my_fun, x0) # hessian

# Test 2

if ('require(Deriv)) install.packages(Deriv); # Biblioteka do obliczen symbolicznych
my_fun <- function(x, y) 2*x"2 + y~2

df <- Deriv(my_£fun)

cat(’f = ’, deparse(my_fun)[2], ’\n’)

cat(’df = ’, deparse(df) [2])

Listing 3: Testowanie gradientu numerycznego

Majac pod reka dzialajaca implementacje funkcji gradientu, mozemy przejsé do tworzenia wlasciwej funkcji
implementujacej metode gradientu prostego:

gradient _descent <- function(f, x, a = 0.1, K = 100){
#’ Metoda Gradientu Prostego
# )
#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za obliczenie metody gradientu prostego
#’ dla funkcji f po K stopniach.

#)

#’ @param f funkcja. Funkcja docelowa algorytmu.

#’ Q@param x wektor numeryczny. Punkt startowy algorytmu.

#° O@param a skalar. Opcjonalny parametr okreslajacy learning rate (domyslnie 0.1).

#’ Oparam K skalar. Opcjonalny parametr okreslajacy maksymalny limit iteracji (domyslnie
100) .

#7

#° Qusage gradient_descent(f, x, a, K)

#J

#’ Qreturns
#’ Lista wynikow zawierajaca nastepujace elementy:
#’ * x_opt: znalezione rozwiazanie,

#’ x f_opt: wartosc funkcji docelowej w znalezionym rozwiazaniu,
#’ * x_hist: historia badanych rozwiazan,

#’ x* f_hist: historia wartosci funkcji docelowej,

#’ * t_eval: czas, jaki uplynal podczas obliczen algorytmu.

start_time <- Sys.time ()

results <- list(x_opt = x,
f_opt = f(x),
x_hist = matrix(NA, nrow = K, ncol = length(x)),

f_hist = rep(NA, K),
t_eval = NA)

results$x_hist[1,] <- x
results$f_hist [1] <- f(x)

for(k in 2: K){
# opis przejscia od punktu x_k do x_k+1
x_new <- x - a * grad(f, x)

# sprawdzenie, czy nowe rozwiazanie
# jest najlepsze do tej pory
if (f(x_new) < results$f_opt){
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51 F

results$x_opt <- x_new
results$f_opt <- f(x_new)
}

results$x_hist[k,] <- x_new
results$f_hist [k] <- f(x_new)

X <- X_new

+
# roznica czasu pomiedzy koncem i poczatkiem algorytmu
results$t_eval <- Sys.time() - start_time

return(results)

Listing 4: Implementacja metody gradientu prostego

Przyktad 3. Niech f(z1,22) = = - (21)? + (22)? oraz Tsiart = (3,4).

| =

1
Funkcja f w punkcie xs4q.¢ przyjmuje wartosé 17-. Po wykonaniu K = 100 iteracji napisanej przez

nas implementacji metody gradientu prostego wartos¢ ta spadla do okoto 0.00711, dzieki czemu jest
o wiele blizsza globalnemu minimum funkcji f - czyli zeru. Uzyskane wartosci funkcji f na kazdym
etapie tego algorytmu mozna zobaczy¢ na ponizszym wykresie:

15

m f(x)

_12 2
—§x1+x2
10

f(x)

0 20 40 60 80 100

Iteracja
Rysunek 4.6: Wartosci funkcji f stopniowo uzyskiwane podczas 100 iteracji metody gradientu prostego
Mozemy wykresli¢ nie tylko wartoéci obliczone przez ten algorytm, ale takze pozycje uzyskane w

kolejnych iteracjach w przestrzeni 2D. ScieZk@ pokonang przez algorytm metody gradientu prostego
mozna zobaczy¢ na ponizszym wykresie:
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Rysunek 4.7: Sciezka przebyta przez algorytm metody gradientu prostego funkeji f w ciagu 100 iteracji w
przestrzeni 2D

4.5 Learning rate

Learning rate to hiperparametr, ktéry odgrywa kluczowa role w kontrolowaniu wielkoéci kroku w kazdej
iteracji algorytmu metody gradientu prostego. W kontekscie uczenia maszynowego learning rate jest czesto
reprezentowana przez symbol a. Wspélczynnik learning rate okresla, jak bardzo powinnismy dostosowaé
parametry wzgledem gradientu funkcji kosztu.

Dlaczego i jak sie go uzywa? Rozwazmy nastepujacy przyktad:

Przyktad 4. Wiedzac, ze gradient wskazuje na najwigkszy wzrost funkeji f, niech 1 = zo—V (),
gdzie xg jest punktem startowym algorytmu oraz x; jest kolejnym punktem obliczonym w kierunku
najwiekszego spadku funkcji. Na razie zaldézmy, ze learning rate « jest rowny 1.

Postepujac w ten sam sposéb, mozemy obliczyé punkty w kolejnych iteracjach w podobny sposéb:

o x9 =11 — Vy(x1)
o 13 =1 — Vs(z)

® Ty =T3 — Vf(.’ﬂg) ()
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Niech f(z) = 2% oraz 29 = 1. Wiedzac, ze gradient funkcji jednowymiarowej jest prosta pochodna
tej funkeji, mozemy obliczyé punkty g, 1, xs... dla f(z):

Jak widaé, po tak zdefiniowanych krokach osiggnieto swego rodzaju impas. Kolejne wartosci oscyluja
wokot ekstremum, nigdy si¢ do niego nie zbiegajac.

2.0

15

1.0

f(x) =x°
0.5

-1.0

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Rysunek 4.8: Impas powstaly w wyniku wykorzystania calej wartosci gradientu przy obliczaniu punktéw
Loy L1y, L2...

Sytuacja jeszcze si¢ pogorszy, jedli zatozymy, ze funkcja f(z) = x*. Obliczajac punkty zg,x1,Ts...
otrzymujemy coraz wieksze wartosci:

(o) =-3
Vi(z1) fsf( 108) = 105
o 3= 1y — V(2s) = 105 — 4630500 = —4630395
o 1, =23 — V(xs) ~ —4630395 — (—3.9711301¢ + 20) ~ —3.9711301¢ + 20 (...)

e r1 =x9— Vy(xo

® To =T — T

Jednym z mozliwych rozwiazan problemu przedstawionego w jest wprowadzenie pewnego ro-
dzaju parametru uczenia sie, parametru przestrzeni uczenia sie lub parametru wielkosci kroku (jakkolwiek
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chcemy go nazwad). Ten parametr bedzie odpowiedzialny za kontrolowanie rozmiaru krokéw, ktére wykonu-
jemy w kazdej iteracji. Innymi slowy, bylby odpowiedzialny za zmniejszanie wplywu gradientu na kazde z
obliczen. Wspomniany parametr jest dokladnie tym, czego oczekujemy od learning rate. Jest to integralna
czed¢ metody gradientu prostego i ma duzy wplyw na dziatanie tego algorytmu.

Learning rate to wazny hiperparametr, ktéry nalezy starannie wybraé. Jesli jest on zbyt maly, algorytm
moze osiagac zbieznosé bardzo powoli, wymagajac duzej liczby iteracji w celu osiagniecia minimum. Z drugiej
strony, jesli szybkos¢ uczenia sie jest zbyt duza, algorytm moze przeskoczy¢ minimum i nie osiagnaé¢ zbieznosci
lub oscylowaé¢ wokél minimum.
1

Przyklad 5. Niech f(z1,72) = 3 (1)? + (22)? oraz Taere = (3,4).

Sciezka przebyta przez metode gradientu prostego moze si¢ r6zni¢ w zaleznosci od wybranej wartosci

parametru learning rate. Niech a; = 0.1, = 0.4 oraz ag = 0.8. Jak metoda gradientu prostego

zachowuje si¢ przy uzyciu tych parametréw, mozna zobaczy¢ na ponizszym wykresie:

Rysunek 4.9: Wplyw learning rate na $ciezke przebyta przez metode gradientu prostego na funkcji f.

4.6 Metoda gradientu prostego w sieciach neuronowych

Metoda gradientu prostego jest czesto uzywana przy pracy z sieciami neuronowymi. Jest to podstawowy
algorytm optymalizacyjny lezacy u podstaw uczenia sieci neuronowej. Celem uczenia jest minimalizacja
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funkeji kosztu, ktéra mierzy réznice miedzy przewidywanymi wynikami sieci neuronowej a rzeczywistymi
wartos$ciami docelowymi.

Algorytm ten dobrze nadaje sie do uzycia podczas optymalizacji funkcji wieloargumentowych. Problemy, do
rozwigzywania ktérych wykorzystuje sie sieci neuronowe, czesto dotycza wlasnie takich funkcji. Jednym z
typowych zadan, do jakich wykorzystuje sie sieci neuronowe, jest miedzy innymi klasyfikacja obrazéw.

Tworzac sie¢ neuronowa, nalezy okresli¢ jej architekture, w tym liczbe warstw, liczbe neuronéw w kazdej
warstwie oraz funkcje aktywacji. Pierwsza warstwa neuronéw, bedaca warstwa wejéciowa, jest bezposrednio
powiazana z rodzajem danych wejsciowych. W przypadku klasyfikacji obrazow liczba neuronéw w tej warstwie
jest zwykle réwna liczbie pikseli analizowanego obrazu pomnozonej przez 3 przy uwzglednieniu koloréw (dla
kazdego z kanaléw RGB).

16px

9 16-16 -3 = 768

16px

Rysunek 4.10: Liczba pikseli pomnozona przez 3 kanaly RGB jako dane wejsciowe dla sieci neuronowej

Oproécz warstwy wejsciowej musimy réwniez okreslié liczbe neurondéw w warstwach ukrytych i warstwie wyj-
$ciowej. Liczba i struktura warstw ukrytych moze sie rézni¢ w zaleznosci od wybranego podejscia do budowy
sieci neuronowej. Liczba neuronéw w warstwie wyjsciowej odpowiada jednak zwykle liczbie mozliwych wy-
nikéow — kategorii.

Kazdy neuron w sieci ma polaczenia z sasiednimi warstwami. Polaczenia te, podobnie jak neurony, maja spe-
cjalne parametry zwane wagami. Wagi reprezentuja sile polaczen miedzy neuronami w réznych warstwach
sieci neuronowej. Kazde potaczenie miedzy neuronami jest powiazane z waga, ktéra jest dostosowywana
podczas procesu uczenia, aby umozliwi¢ sieci dokonywanie dokladnych predykcji. Istniejg réwniez dodat-
kowe parametry, zwane bias, ktore umozliwiaja sieci przesuniecie funkcji aktywacji. Zapewniaja modelowi
elastyczno$¢ pozwalajaca uwzgledni¢ sytuacje, w ktorych sygnal wejSciowy neuronu jest niewystarczajacy,
aby go aktywowaé. Bias-y sa dostosowywane podczas uczenia wraz z wagami, aby poprawi¢ ogélna wydajnoéé
sieci. W warstwie sieci neuronowej wyjscie kazdego neuronu oblicza sie poprzez zastosowanie wazonej sumy
wejé¢, po ktorej nastepuje funkcja aktywacji. Matematycznie wynik O; neuronu j w warstwie jest okreslony
wzorem:

n
i=1

gdzie w;; jest waga polaczenia miedzy neuronem ¢ w warstwie poprzedniej oraz neuronem j w biezacej
warstwie, z; jest wejsciem z neuronu 4, b; jest biasem neuronu j, o jest funckja aktywacji, a n jest liczba
neuronéw w poprzedniej warstwie.
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Wagi i bias-y sg poczatkowo wybierane losowo, ale nalezy je dostosowaé podczas uczenia sieci neuronowej. Jak
mozna si¢ spodziewaé, wyniki sieci inicjowanych losowo w wiekszosci przypadkéw nie sa dobre. Aby oszacowaé
skuteczno$¢ sieci neuronowej, tworzona jest tak zwana funkcja kosztu. Jest to miara matematyczna, ktéra
okredla réznice miedzy przewidywana warto$cia wyjSciowa sieci a rzeczywistymi wartosciami docelowymi.
Popularna funkcja kosztu uzywana w problemach regresyjnych, gdzie celem jest przewidzenie wartosci ciagle;j,
nazywana jest bledem Sredniokwadratowym (MSE). Blad $redniokwadratowy to érednia kwadratéw réznic
miedzy wartodciami przewidywanymi i rzeczywistymi:

n

MSE= 3 (5~ i) (19)

i=1
gdzie n jest liczba danych, y; jest wartoécia docelowa, a ¢; jest uzyskana wartoécia wyjéciowa.

Mozemy mysle¢ o funkcji kosztu jako o funkcji, ktora jako dane wejSciowe przyjmuje wszystkie wagi i bias-y
sieci, a na wyjsciu otrzymuje jedng liczbe stanowiaca ocene wydajnosci sieci. Ta funkcja wieloparametrowa
jest nastepnie minimalizowana za pomoca metody gradientu prostego. Wektor utworzony za pomoca metody
gradientu prostego zawiera szereg zmian, jakie powinny nastapi¢ w kazdej z wag i bias-éw, aby zblizy¢ sie
do minimum funkcji kosztu — tak aby wyniki uzyskane przez sie¢ byly blizsze oczekiwanym wynikom.

VC(wO,w17...7wn) (410)

gdzie VC jest gradientem uzytym w algorytmie, n jest suma wszystkich wag i bias-6w oraz w,, jest wartoscia
n-tej wagi.

4.7 Metoda najszybszego spadku (steepest descent)

Metoda najszybszego spadku (ang. steepest descent) to kolejny algorytm optymalizacji powszechnie stoso-
wany w celu minimalizacji nieliniowych funkcji analitycznych. W swojej strukturze jest bardzo podobny do
metody gradientu prostego. Celem metody najszybszego spadku jest réwniez iteracyjne dazenie do mini-
mum funkcji poprzez dostosowanie jej parametréw. Jednak w przeciwienstwie do metody gradientu prostego
nie ustawiamy z gory parametru learning rate algorytmu. Podajemy jedynie maksymalna wartosé learning
rate (maksymalna wielko$¢ kroku w kierunku antygradientu), a nastepnie algorytm sam okresla optymalna
wartos¢ tego parametru.

Definicja 6: Metoda najszybszego spadku (steepest descent)

Biorac pod uwage, ze metoda najszybszego spadku jest algorytmem iteracyjnym, punktem obliczonym
w (k — 1)-tym kroku algorytmu na bazie funkcji f : D C R" — R, z; € D nazywamy:
Th1 = Tk — Wh—pest V £ (Tk) (4.11)

gdzie k € N jest numerem iteracji, Vs(xy) jest gradientem funkcji f w punkcie zx, a ap—_pest jest
wspolczynnikiem learning rate znalezionym podczas g krokéw przeszukiwania liniowego.

Korzystajac z tego algorytmu, nie tylko podejmujemy kroki w optymalnym kierunku, ale takze automatycznie
wybieramy najlepszy rozmiar tych krokéw. Najlepszy rozmiar kroku lub learning rate mozemy obliczyé¢ na
kilka sposobdéw. Jednym ze sposobow jest skorzystanie ze wzoru na metode gradientu prostego i uzycie go
do obliczenia jego pochodnej po learning rate, czyli «. Znalezienie minimum tej pochodnej datoby nam
optymalny parametr .
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ay = argmin % (xr — aVi(zr)) (4.12)

Niestety, z tym rozwiazaniem jest pewien problem. Gdybyémy w naszym réwnaniu uzyli pochodnej, otrzyma-
libyémy algorytm symboliczny. Implementacja takiego algorytmu wymagataby od nas umiejetnosci szybkiego
obliczenia pochodnej dowolnej funkcji. Nie zawsze jest to latwe zadanie. Komputerom latwiej jest wykonywacé
obliczenia przy uzyciu algorytmoéw numerycznych. To prowadzi nas do kolejnego rozwiazania — przyblizenia
optymalnej wartosci learning rate.

Aby przyblizyé¢ wielkos¢ kroku, mozemy przeszukaé liniowo rézne punkty wzdhuz kierunku wskazywanego
przez antygradient i sprawdzi¢, jakie wyniki dzieki nim uzyskamy. Oczywiscie nie chcemy przeszukiwaé
nieskonczonej liczby punktéow, jakie mozemy znalezé na tej prostej. W tym celu nalezy ustawi¢ maksymalny
zasieg wyszukiwania (czyli gérna granice « - Qynq.) oraz punkt poczatkowy wyszukiwania xj. Jednakze na
odcinku znajduje sie réwniez nieskonczona liczba punktow. Dlatego tez ustawiamy réwniez parametr g, ktéry
okresla ile punktow powinnismy sprawdzi¢ na tym odcinku.

Metoda najszybszego spadku przypomina algorytm metody gradientu prostego z jedna kluczows réznica. W
kazdym kroku algorytmu wyznaczamy punkty g w kierunku antygradientu i ustawiamy je w réwnej odlegtosci
od siebie na odcinku ditugosci kontrolowanym przez c,q,. Jest to réwnoznaczne z dyskretnym przejSciem
przez g krokéw od o = 0 do @ = Qe 1 Wybraniem najlepszego wyniku.

Xo

przeszukane punkty g

Rysunek 4.11: Punkty badane podczas jednej iteracji metody najszybszego spadku na funkcji f

Jest to podejécie w pewnym sensie heurystyczne. Algorytm ten nie poda nam optymalnej wartosci wielkosci
kroku, lecz jej przyblizenie. Jednakze, przy odpowiednio dobranym parametrze g uzyskamy wartosé bliska
optymalnej przy relatywnie niskim koszcie obliczeniowym. Gléwna zaleta tego algorytmu w poréwnaniu z
metoda gradientu prostego jest lepiej dostosowana wielkos¢ kroku w kazdej iteracji. Niestety ma to tez swoje
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wady — m.in. wyzsze koszty obliczeniowe pojedynczej iteracji, co jednak czesto w dluzszej perspektywie jest
rekompensowane lepsza jakoscia uzyskanych krokow.
1
Przyklad 6. Niech f(zq1,22) = i (21)2 + (22)? oraz Taare = (3,4).
Dodatkowo niech parametrami metody najszybszego spadku beda anq, = 51 g = 1000. Jak algorytm
zachowuje sie przy uzyciu tych parametréw, mozna zobaczy¢ na ponizszym wykresie (wraz ze Sciezka
utworzona przez metode gradientu prostego):

< 4

~

o

o~

|
ka/ B Gadient descent |-
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e —
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Rysunek 4.12: Poréwnanie éciezki uzyskanej przez metode najszybszego spadku i metode gradientu prostego
na funkcji f w przestrzeni 2D

Mozemy zaobserwowadé interesujacy wzoér na $ciezce utworzonej przez algorytm metody najszyb-
szego spadku. Kolejne kroki iteracji algorytmu tworza odcinki prostopadte do siebie. Ten sam wzor
sie powtarza i coraz bardziej zbliza si¢ do ekstremum funkcji. To zachowanie nie jest losowe ani
przypadkowe. Wynika ono z faktu, ze gradient funkcji w dowolnym punkcie nie musi wskazywaé
ekstremum globalnego, ale kierunek najszybszego spadku wartosci funkcji. Wielko$é kroku jest do-
stosowywana liniowo, az funkcja przestanie maleé i osiagnie punkt stacjonarnosci. Dociera wéwczas
do przestrzeni stycznej, gdzie funkcja przestaje male¢ (a w miare dalszego ruchu zaczyna rosnad).
Od nowo wyznaczonego punktu, gdyz lezy on na przestrzeni stycznej, kierunek najszybszego spadku
funkcji lezy pod katem 90° od kierunku ostatniego kroku.
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Rysunek 4.13: Zblizenie Sciezki uzyskanej przez metode najszybszego spadku na funkcji f w przestrzeni 2D

7 wykorzystaniem jezyka programowania R mozemy napisa¢ wlasna implementacje metody najszybszego
spadku. Po pierwsze potrzebujemy funkcji, ktora przeszuka liniowo najlepsze rozwigzanie na przestrzeni g

punktéw:

line_search <- function(f, x0, x1, g = 100) {
#’ Przeszukiwanie Liniowe
#)

#’ Q@description Funkcja pomocnicza odpowiedzialna za znalezienie najlepszego punktu
#’ na podstawie funkcji f sposrod g punktow o rozkladzie liniowym.

# )
#’ Q@param f funkcja. Funkcja docelowa algorytmu.

#’ @param x0 wektor numeryczny. Punkt startowy algorytmu.
#’ Oparam x1 wektor numeryczny. Punkt koncowy algorytmu (lub maksymalny zakres kroku).
#’ Q@param g skalar. Parametr opcjonalny, ktory odpowiada za liczbe iteracji wyszukiwania

najlepszego rozmiaru kroku
#° w kazdej iteracji algorytmu (domyslnie jest to 100).
#J
#’ Qusage line_search(f, x0, x1, g)
#J
#’ Qreturns

#’ x_best: najlepszy znaleziony punkt na podstawie funkcji f

# ustawienie x0 jako punktu poczatkowego
x_best <- x0

# petla po punktach g w kierunku punktu x1
for(i in 1 : g) {
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t <- i/ g

x_t <- t*xx1+(1-t)*x0

if (f£(x_t) < f(x_best)) {
x_best <- x_t

} else {
break

}

¥

return (x_best)

Listing 5: Implementacja przeszukiwania liniowego

Majac juz gotowa funkcje wyszukiwania liniowego, mozemy przystapi¢ do implementacji gtéwnej czesci al-
gorytmu. Przykladowo, mozna to zrobi¢ jako funkcje steepest descent oparta na poprzedniej implementacji
metody gradientu prostego:

steepest_descent <- function(f, x, a = 5, g = 100, K = 100){
#’ Metoda Najszybszego Spadku
#)
#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za obliczenie metody najszybszego spadku
#’ funkcji f dla g punktow w kazdej iteracji po K krokach.
#J
#’ Q@param f funkcja. Funkcja docelowa algorytmu.
#’ @param x wektor numeryczny. Punkt startowy algorytmu.
#’ @param a skalar. Opcjonalny parametr okreslajacy maksymalny learning rate (domyslnie 5)

#’ Q@param g skalar. Parametr opcjonalny, ktory odpowiada za liczbe iteracji wyszukiwania
najlepszego rozmiaru kroku

#’ w kazdej iteracji samego algorytmu (domyslnie jest to 100).

#° Qparam K skalar. Opcjonalny parametr okreslajacy maksymalny limit iteracji algorytmu (
domyslnie 100) .

#1

#’ Qusage steepest_descent(f, x, a, g, K)

#7

#’ Q@returns

#’ Lista wynikow zawierajaca nastepujace elementy:

#’ * x_opt: znalezione rozwiazanie,

#2 %

#’ x* x_hist: historia badanych rozwiazan,

#’ x* f_hist: historia wartosci funkcji docelowej,

#2 %

f_opt: wartosc funkcji docelowej w znalezionym rozwiazaniu,

t_eval: czas, jaki uplynal podczas obliczen algorytmu.

start_time <- Sys.time ()

results <- list(x_opt = x,
f_opt = f(x),
x_hist = matrix(NA, nrow = K, ncol = length(x)),
f_hist = rep(NA, K),

t_eval = NA)

results$x_hist[1,] <- x
results$f_hist [1] <- £f(x)

for(k in 2: K){
# opis przejscia od punktu x_k do x_k+1
x_new <- line_search(f, x, x - a * grad(f, x), g)

# sprawdzenie, czy nowe rozwiazanie

# jest najlepsze do tej pory

if (f(x_new) < results$f_opt){
results$x_opt <- x_new
results$f_opt <- f(x_new)

}
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results$x_hist[k,] <- xX_new
results$f_hist [k] <- f(x_new)

x <- X_new

}
# roznica czasu pomiedzy koncem i poczatkiem algorytmu
results$t_eval <- Sys.time() - start_time

return(results)

}
Listing 6: Implementacja metody najszybszego spadku
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