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6.1 Funkcja Schaffer

Przy pracy nad metodami optymalizacyjnymi nieraz zdarza sie, iz musimy dokladnie przetestowaé dziata-
nie tworzonych przez nas algorytméw. Proste funkcje tylko do pewnego stopnia zapewniaja nam mozliwosé
sprawdzenia dziatania naszych rozwigzan. Chcac sprawdzi¢ charakterystyki metod optymalizacji na trud-

niejszych przypadkach warto jest siegna¢ po bardziej zlozone funkcje.

Istnieje wiele ztozonych funkcji, na ktérych mozna testowaé ztozone algorytmy optymalizacyjne. Lista przy-
ktadowych funkcji testowych umieszczona jest miedzy innymi na stronie Wikipedii.

Jedng z popularnych funkcji do testowania algorytméw optymalizacyjnych jest funkcja Schaffer-a. Wyrazana

jest ona przy pomocy wzoru:

sin?(2? —y?) - 0.5

f(x1,22) =05+ [14 0.001(z2 4 y?)]?

(6.1)

Funkcja ta posiada minimum w punkcie f(0,0) = 0 i przyjmuje wartodci z zakresu < 0,1 >.
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Rysunek 6.1: Wykres funkcji Schaffer-a w przestrzeni 3D.
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Na wykresie funkcji mozemy zaobserwowad, iz w okolicach punktu (0, 0) znajduje sie dolina zawierajaca eks-
tremum globalne funkcji. Dolina ta przybiera ksztalt ” X”1i otoczona jest drastycznymi skokami w wartosciach
funkcji. Przestrzen lezaca za tymi skokami charakteryzuje sie¢ wystepowaniem spadkéw i wzrostow wartosci
funkcji we wzorcu przypominajacym falowanie. Warto réwniez zauwazy¢, iz warstwice fal lezg prawie ze
réwnolegle do siebie nawzajem.

Rysunek 6.2: Wykres warstwicy funkcji Schaffer-a.

Funkcja ta znakomicie nadaje sie do testowania zdolnosci algorytmoéw do eksploracji réznych sekcji prze-
strzeni funkcji w celu odnalezienia globalnego ekstremum. Funkcja Schaffer-a posiada zréznicowana topo-
grafie. Bez odpowiedniej eksploracji, algorytmy moga utknaé¢ w ekstremum lokalnym. Moze to prowadzi¢ do
suboptymalnych rozwiazan, ktore nie sa globalnie najlepsze.

Aby uniknaé¢ utkniecia w ekstremum lokalnym, mozna zastosowaé kilka réznych technik eksploracyjnych.
Naleza do nich miedzy innymi metody stochastyczne, czyli algorytmy oparte na losowosci, takie jak algorytmy
ewolucyjne czy algorytmy genetyczne. Innymi sposobami moga byé metody wielopunktowe, populacyjne czy
adaptacyjne strategie eksploracyjne.

6.2 Testy algorytmow przeszukiwania lokalnego

Na poczatek warto ustali¢, jak na funkcji Schaffer-a zachowuja sie poznane przez nas na poprzednich wy-
kladach algorytmy optymalizacyjne, takie jak algorytm metody gradientu prostego (gradient descent) czy
metoda najszybszego spadku (steepest descent).
Przyklad 1. Przyjmijmy jako rozpatrywana funkcje f funkcje Schaffer-a oraz punkt startowy
Tstart = (374)
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Ponadto, przyjmijmy jako paramety metody gradientu prostego wartosci learning rate o = 0.02 oraz
maksymalny limit iteracji K = 30000. Podobnie przy metodzie najszybszego spadku zalézmy, ze
maksymalny learning rate v = 5, ilos¢ iteracji przeszukiwania najlepszego learning rate g = 1000
oraz maksymalny limit iteracji K = 30000.

Przy podjeciu proby optymalizacji funkcji z punktu startowego g4+ przy pomocy algorytmu metody
gradientu prostego oraz metody najszybszego spadku udalo sie zblizy¢ do ekstremum lokalnego
funkeji. Sciezki uzyskane w kolejnych krokach iteracji tych algorytméw mozemy zaobserwowaé na
wykresie ponizej:

Rysunek 6.3: Sciezki stworzone przez algorytmy gradient descent oraz steepest descent na bazie funkcji
Schaffer-a.

Latwo mozna zaobserwowaé, iz zadnemu z algorytmoéw nie udalo sie wydostaé z poczatkowej doliny, w ktérej
okolicy znajdowal si¢ punkt startowy xs¢q.+. Poruszaly sig¢ one bardzo wolno i wymagalty przy tym duzej liczby
iteracji. Co wiecej, utknely one dazac do lokalnego minimum funkcji. Takie zjawisko nazywa sie pulapka
lokalnego ekstremum. Na podstawie tego mozna wnioskowaé, ze gradient descent oraz steepest descent nie
posiadaja wlasnosci przeszukiwania globalnego (ang. global search). W przypadku takich funkeji jak funkcja
Schaffer-a warto jest wprowadzi¢ mechanizmy ucieczki pozwalajace na przeszukiwanie innych regionow.

6.3 Simulated Annealing

Symulowane wyzarzanie (ang. simulated annealing) to probabilistyczny algorytm optymalizacji inspirowany
procesem wyzarzania w metalurgii. W metalurgii wyzarzanie jest technika stosowana w celu zmniejsze-
nia defektéw i poprawy struktury krystalicznej materialéw poprzez ich ogrzewanie, a nastepnie stopniowe



6-4 MO Zajecia 6: Simulated Annealing

chlodzenie. Podobnie w kontekscie optymalizacji symulowane wyzarzanie stuzy do znalezienia globalnego
minimum funkcji poprzez naéladowanie procesu stopniowego chlodzenia.

Pierwszym krokiem algorytmu simulated annealing jest jego inicjalizacja. W tej fazie ustalane sa parametry
startowe algorytmu, do ktérych naleza:

e f - rozpatrywana funkcja celu,
e x( - punkt startowy algorytmu,
e d - otoczenie,

e {y - temperatura poczatkowa,

e « - spadek temperatury,

e K - liczba iteracji algorytmu,
oraz parametry wewnetrzne takie jak:

o Ay - wartosé funkcji aktywacji,

o t; - temperatura w kazdej iteracji.

Symulowane wyzarzanie wykorzystuje parametr temperatury, ktéry kontroluje prawdopodobienstwo przyje-
cia gorszych rozwiazan w miare postepu algorytmu. Poczatkowo temperature ustawia sie na wysoka wartos¢
i stopniowo zmniejsza si¢ ja w kolejnych iteracjach, zgodnie z przyjeta strategia wyzarzania.

W kazdej iteracji algorytmu generowane jest rozwiazanie sasiednie. Tego sasiada uzyskuje sie dokonujac
niewielkiej losowej zmiany w biezacym rozwiazaniu w obrebie otoczenia d. Potem nastepuje ocena funkcji
celu dla biezacego rozwigzania oraz sasiedniego rozwiazania. Jezeli sasiednie rozwiazanie jest lepsze (tj. ma
nizsza wartos$é¢ funkcji celu), akceptuje sie je jako nowe, aktualne rozwiagzanie. Jezeli rozwiazanie sasiada jest
gorsze, nalezy je zaakceptowaé z prawdopodobienstwem okreslonym przez funkcje aktywacji Ay i aktualng
temperature t;. Ta funkcja aktywacji (lub inaczej prawdopodobienstwa) pozwala algorytmowi czasami ak-
ceptowaé gorsze rozwiazania na poczatku procesu optymalizacji, co pomaga zapobiegaé utknieciu algorytmu
w lokalnych minimach. Nastepnie obnizana jest temperatura zgodnie z przyjeta strategia. Wraz ze spadkiem
temperatury maleje prawdopodobienstwo przyjecia gorszych rozwiazan i zwieksza sie prawdopodobienstwo
zbiezno$ci algorytmu w strone minimum globalnego. Kroki te powtarzane sa w kolejnych iteracjach, az do
spelnienia kryterium zatrzymania, jekim moze by¢ osiagniecie maksymalnej liczby iteracji lub osiggniecie
zadowalajacego rozwiazania.

Symulowane wyzarzanie jest skuteczne w znajdowaniu niemal optymalnych rozwiazan ztozonych probleméw
optymalizacyjnych, w ktorych tradycyjne metody oparte na gradiencie moga sprawiaé problemy, szczegdlnie
gdy funkcja celu jest niewypukla lub zaszumiona. Pozwalajac algorytmowi okazjonalnie akceptowaé gorsze
rozwigzania, symulowane wyzarzanie moze zbadac szerszy zakres przestrzeni rozwiazan i uniknaé¢ uwiezienia
w lokalnych minimach.

7 wykorzystaniem jezyka programowania R mozemy napisa¢ wlasna implementacje algorytmu simulated
annealing. Przykladowa implementacja tej metody moze wygladaé¢ nastepujaco:

simulated_annealing <- function(f, x0, d, t0, a, K = 100){
#’ Symulowane Wyzarzanie
#)
#’ Q@description Funkcja odpowiedzialna za aproksymacje ekstremum globalnego
#’ dla funkcji f w K krokachprzy pomocy algorytmu symulowanego wyzarzania
#’ (ang. simulated annealing).
#l
#’ @param f funkcja. Funkcja celu algorytmu.
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}

#’ Qparam
#’ Q@param
#’ Qparam
#’ Qparam
#’ Qparam
100) .

#J

#’ Qusage
#J

x0 wektor
d skalar.
t0 skalar
a skalar.
K skalar.

simulated

#’ Qreturns
#’ Lista wynikow zawierajaca nastepujace elementy:
t: znalezione rozwiazanie,

#’ * x_op
#’ * f_op
#° * x_hi
#° * f_hi
#2 *x t_ev

t: wartosc
st: histor
st: histor
al: czas,

numeryczny. Punkt startowy algorytmu.

Badane otoczenie.

. Temperatura poczatkowa.

Parametr okreslajacy tempo spadku temperatury.
Opcjonalny parametr okreslajacy maksymalny limit

_annealing(f, x0, 4, t0, a, K)

funkcji docelowej w znalezionym rozwiazaniu,
ia badanych rozwiazan,
ia wartosci funkcji docelowej,

jaki uplynal podczas obliczen algorytmu.

start_time <- Sys.time ()

n <- leng

th (x0)

results <- list(x_opt = x0,

f_opt = f(x0),

x_hist = matrix(NA, nrow = K, ncol = n),
f_hist = rep(NA, K),

A_k = rep(NA, K),

t_k = rep(NA, K),

t_eval = NA)

results$x_hist[1,] <- x0
results$f_hist [1] <- £(x0)

x <- x0

t_k <- tO

for(k in
# opis
Xoc <=
A_k <-

# spraw

x <-

2: K){

wyboru sas

iedniego rozwiazania z otoczenia

x + runif(n, min = -d, max = d)

min (1, exp

(-(f(x_c) - £(x)) / (£t_k)))

dzenie, czy nowe rozwiazanie

# powinno zostac przyjete jako nowe

# oraz czy jest najlepsze do tej pory
if (runif (1) < A_k){

X_c

if (£(x) < results$f_opt){
results$x_opt <- x
results$f_opt <- f(x)

}
}

results$x_hist[k,] <- x
results$f_hist[k] <- f(x)

results$A_k[k] <- A_k

results

t_k <-
}

$t_k[k] <-

t_kx*a

t_k

# roznica czasu pomiedzy koncem i poczatkiem algorytmu
results$t_eval <- Sys.time() - start_time

return(re

sults)

Listing 1: Implementacja algorytmu simulated annealing

iteracji
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Warto zwrécié¢ uwage na to, ze do wyboru sasiedniego rozwiazania z otoczenia wykorzystano funkcje runif().
Funkcja ta dostarcza losowe odchylenia zgodnie z rozkltadem normalnym w podanym przedziale od min do
ma.

Przyklad 2. Przyjmijmy jako rozpatrywana funkcje f funkcje Schaffer-a oraz punkt startowy
Lstart = (374)

Ponadto, przyjmijmy jako paramety metody gradientu prostego oraz metody najszybszego spadku
takie same wartosci jak w przypadku poprzedniego przyktadulz wyjatkiem zmniejszenia maksymalnej
iteracji do 2000. Zalézmy réwniez, iz algorytm simulated annealing przyjmuje parametry d = 0.8,
to = 100, o = 0.99 oraz maksymalny limit iteracji K = 2000.

Przy podjeciu préby optymalizacji funkcji z punktu startowego g4+ przy pomocy algorytmu simu-
lated annealing mozemy zauwazy¢, iz eksploruje on rézne regiony badanej funkcji. Nie zatrzymuje
sie on w minimach lokalnych a nawet opuszcza ekstermum lokalne w celu badania dalszych wartosci.
Sciezki uzyskane w kolejnych krokach iteracji tych algorytméw mozemy zaobserwowaé na wykresie
ponizej:

NN N

Gadient descent
Steepest descent

#a O Simulated annealing
-l & TR
I

T T T T T

-4 -2 0 2 4

Rysunek 6.4: Sciezka stworzona przez przeszukiwanie algorytmem simulated annealing w poréwnaniu do
gradient descent oraz steepest descent na bazie funkcji Schaffer-a.

Podczas kolejnych iteracji algorytmu warto$¢ parametru temperatury t; sukcesywanie spada. Zmniejsza
to losowos¢ wystepujaca w zachowaniu algorytmu podczas przeszukiwania i koncentruje go na dotychczas
najlepszym znalezionym rozwiazaniu. Algorytm z czasem wigc przestaje skupiac si¢ na eksploracji nowych
wartoéci, a stara sie zoptymalizowaé najlepsze dotychczasowe rozwiazanie. Spadek temperatury w kolejnych
iteracjach algorytmu mozemy zaobserwowa¢ na wykresie ponizej:


ex: steepest_descent_vs_gradient
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Rysunek 6.5: Wykres wartosci temperatury na przestrzeni kolejnych iteracji algorytmu.

Warto réwniez przyjrzeé sie wartosciom funkcji aktywacji w kolejnych iteracjach algorytmu. Spadaja one
na przestrzeni dziatania algorytmu od wartosci bliskich 1 do wartoéci bliskich 0. Wartosci funkcji aktywacji
mozemy zobaczy¢ na wykresie ponizej:

O‘ | ooco@ O 000 WO O ®WO O o @® @O0 O
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Rysunek 6.6: Wykres wartosci funkcji aktywacji na przestrzeni kolejnych iteracji algorytmu.
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Podczas wyszukiwania rozwigzania mozna wyréznic trzy fazy, tatwe do zaobserwowania na wykresie funkcji
aktywacji. Na poczatku funkcja aktywacji posiada duze wartosci (mniej wiecej do 200-300 iteracji). Oznacza
to, ze algorytm czesto akceptuje rozpatrywanych kandydatéw na optymalny x, nawet jesli wartosci funkcji
celu nie sa w ich przypadku pozadane. Potem nastepuje druga faza, w ktérej dobre rozwiazania maja wysokie
prawdopodobienstwo, a stabe rozwiazania maja niskie prawdopodobienstwo akceptacji (mniej wiecej do 1000-
1200 iteracji). Ostatnia faza jest faza, w ktérej przyjmowanie jest zachowanie modelu przelacznikowego -
lepsze rozwiazania przyjmuja wartos¢ 1, a gorsze 0. Jedynki wystepuja znacznie rzadziej, gdyz ciezej jest
znalez¢ lepsze rozwiazanie im diuzej dziata algorytm, poniewaz jest wtedy mniejsza szansa na polepszenie
wyniku.

Wymienione trzy fazy dziatania algorytmu odzwierciedlaja réwniez wartosci funkcji celu, uzyskiwane podczas
dziatania algorytmu. Wykres przedstawiajacy wspomniane wartosci jest umieszczony ponizej:

0.8 1.0
|

Funkcja celu
0.6

0.4

0.2

0.0

T T T T I
0 500 1000 1500 2000

Iteracja

Rysunek 6.7: Wykres wartosci funkcji celu na przestrzeni kolejnych iteracji algorytmu.

Podobnie jak w przypadku funkcji aktywacji, widoczna sa trzy fazy dzialania algorytmu. Na poczatku war-
tosci funkcji celu przyjmuja wartosci rozrzucone od minimum do maksimum funkcji, gdyz akceptowane byly
prawie wszystkie napotkane rozwigzania. Nastepnie czestotliwos¢ i natezenie skokow wartosci funkcji zmalalta
i nie byly one juz tak drastyczne. W koncowej fazie wartosci funkcji celu ustabilizowaly sie i powoli malaty.

Algorytm simulated annealing jest bardzo czuly na definicje otoczenia. Poprawnosé jego dzialania zalezy
w znacznym stopniu od poprawnego dobrania parametréw startowych. Ponadto, cierpi on na przeklenstwo
wymiarowo$ci wystepujace w problemach optymalizacji. Wraz ze wzrostem wymiaréw funkcji, na ktérych
pracujemy, znacznie maleje prawdopodobienstwo wybrania prawidlowego kierunku przy analizie losowego
sasiedniego rozwigzania. Zmniejsza to skuteczno$é¢ algorytmu w przypadku wielowymiarowych probleméw.

Simulated Annealing to algorytm stochastyczny, gdyz przy kazdym uruchomieniu algorytmu tworzona jest
inna $ciezka. Jest to podstawowa metoda metaheurystyczna.
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6.4 Wstep do metod populacyjnych i algorytméw genetycznych

Algorytm simulated annealing jest dobrym wstepem do algorytméw populacyjnych. Maja one za zadanie
zwiekszy¢ skutecznoséé algorytméw, poprzez wykonanie kilku uruchomien algorytméw z réznymi parametrami
startowymi. Wigksza ilo§¢ uruchomien w przypadku algorytméw zawierajacych losowosé zwigksza szanse na
uzyskanie poprawnego wyniku. Dodatkowo poszczegdlne uruchomienia algorytméw moga wspotdzieli¢ czesé
informacji, dzieki czemu jeszcze bardziej zwieksza swoje szanse na znalezienie ekstremum funkcji.

Metody populacyjne w zagadnieniach dotyczacych optymalizacji to podejscie, w ktorym rozwiazania sg
reprezentowane jako osobniki w populacji. Osobniki te podlegaja procesowi ulepszania, czesto poprzez pro-
cesy genetyczne inspirowane ewolucjg biologiczna. Podstawowym celem tych algorytméw jest znalezienie
optymalnego rozwiazania w przestrzeni poszukiwan poprzez eksploracje i eksploatacje potencjalnych obsza-
row.

Do najpopularniejszych metod populacyjnych naleza:

e Algorytmy genetyczne, ktore opieraja sie na mechanizmach dziedziczenia genetycznego, mutacji i krzy-
zowania,

e Strategie ewolucyjne, ktére koncentrujg sie na ewolucji rozwiazan poprzez modyfikacje ich strategii, a
nie konkretnych genotypow,

e Algorytmy roju (Particle Swarm Optimization), ktére opieraja sie¢ na modelu roju, gdzie rozwiazania
sa reprezentowane przez czastki, a proces optymalizacji polega na dostosowywaniu ruchu czastek w
przestrzeni poszukiwan w oparciu o ich do$wiadczenia.

Wszystkie te metody maja wspdlny rdzen w inspiracji procesami ewolucyjnymi, a ich skuteczno$é zalezy
od odpowiedniego dostosowania parametréw i reprezentacji problemu. Algorytmy populacyjne sa czesto
stosowane do rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych w réznych dziedzinach, takich jak inzynieria,
nauki przyrodnicze, finanse czy sztuczna inteligencja.



	Funkcja Schaffer
	Testy algorytmów przeszukiwania lokalnego
	Simulated Annealing
	Wstęp do metod populacyjnych i algorytmów genetycznych

