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Zajecia 7: Algorytm sympleksowy

Daniel Kaszyriski

7.1 Programowanie liniowe

Programowanie liniowe jest dziedzing optymalizacji umozliwiajaca rozwiazywanie najprostszych probleméw
optymalizacyjnych - probleméw liniowych. Jest to metoda uzyskujaca optymalne wyniki dla modeli liniowych:

e Liniowych funkcji celu,

e Liniowych ograniczen réwnosci oraz nieréwnosci.

Jest szeroko stosowany w réznych dziedzinach, takich jak badania operacyjne, ekonomia, inzynieria i nauki
o zarzadzaniu, do skutecznego rozwiazywania probleméw z alokacja, planowaniem i przydzialem zasobéw.

Zbiér mozliwych rozwiazan jest zbiorem wypuklym (okreSlonym przez skonczony zbidér przecinajacych sie
polprzestrzeni - kazda okreslona przez nieréwnosé liniowa).

Funkcja celu jest funkcja afiniczna zmiennej rzeczywistej okreslonej na tym wieloScianie. Programowanie
liniowe umozliwia znalezienie punktu na tym wielodcianie, ktéry daje najmniejsza (lub najwieksza) warto$é
funkcji celu. W programowaniu liniowym wszystkie funkcje celu i ograniczenia sg liniowe. Funkcja celu
reprezentuje ilos¢, ktéra nalezy zoptymalizowac, natomiast ograniczenia reprezentuja istniejace ograniczenia
lub warunki, ktére musza zosta¢ spelnione. Celem jest znalezienie warto$ci zmiennych decyzyjnych, ktére
optymalizuja funkcje celu, spelniajac jednoczesnie wszystkie ograniczenia.

Ogdlna postaé problemu programowania liniowego jest nastepujaca:

Znajdz wektor x

ktéry maksymalizuje ¢z

pod warunkiem ze Az < b

oraz x = 0

gdzie wektor x jest wektorem ktérego skladowe maja zostaé okreslone, ¢ jest podanym wektorem wartosci,
ktére chcemy zoptymalizowaé, b jest danym wektorem elementéw, do ktorych sie ograniczamy oraz A to
macierz zmiennych obok ograniczen. Funkcje ¢z, ktérej wartosé ma byé maksymalizowana, nazywamy

funkcja celu. Wypukly wielobok, nad ktéorym ma zostaé¢ zoptymalizowana funkcja celu, jest konstruowany
przy uwzglednieniu ograniczen Ax < b oraz x > 0.

7.2 Algorytm sympleksowy

7.2.1 Podstawy algorytmu

Algorytm sympleksowy jest szeroko stosowang metoda rozwiazywania problemdéw programowania linio-
wego. Jest czesto uwazany za jeden z najskuteczniejszych algorytméw rozwiazywania probleméw liniowych
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w praktyce.

Algorytm simpleks dziata poprzez iteracyjne przechodzenie od jednego wierzchotka (punktu naroznego) do-
puszczalnego obszaru do drugiego wzdluz krawedzi wieloboku okredlonego przez ograniczenia, az do osia-
gniecia optymalnego rozwigzania. W kazdym kroku algorytm wybiera element kluczowy, w celu poprawy
wartos¢ funkcji celu i przechodzi do sasiedniego wierzchotka odpowiadajacego elementowi kluczowemu.

Algorytm sympleksowy wykorzystuje standardowa forme do reprezentowania nieréwnosci. Nieréwnosci sa
zatem konwertowane na rownosci zawierajace dodatkowe zmienne swobodne.

Przyklad 1. Niech f(z,y,2) = —z + 3y + 2z ktéra chcemy zmaksymalizowaé pod nastepujacymi
warunkami:

e r+y+2<6
e r+2<4

zakladajac, ze x,y,z > 0. Ograniczajace nieréwnoéci reprezentowane w postaci standardowej przy
uzyciu zmiennych swobodnych wygladalyby nastepujaco:

r+y+z+r+s+t+u=6
T+z+r+s+t+u=4
y+z+r+s+t+u=3
r+y+r+s+t+u=2

natomiast funkcja f réwnala by sie —x +3y +2z+7r+ s+t + u.

7.2.2 Tabela sympleksowa
Algorytm sympleksowy czesto wykorzystuje reprezentacje analizowanego problemu w postaci tabeli sym-
pleksowej.

Zakladajac, ze funkcja f, ktora chcemy maksymalizowaé, jest réwna —z + 3y + 22 i maksymalizujemy ja pod
nastepujacymi warunkami:

e r+y+2<6

o r+2<4

e y+2<3

e r+y<?2
>0
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przykladowa tabela sympleksowa dla tego przypadku wygladalaby tak:
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Tabela 7.1: Przyktadowa tabela sympleksowa

X y Z T S G u

1 1 1 1 0 0 0 6
1 0 1 0 1 0 0 4
0 1 1 0 0 1 0 3
1 1 0 0 0 0 1 2
-1 3 2 0 0 0 0 0

W utworzonej tabeli obszar zaznaczony na z6tto to macierz A - macierz wartosci obok ograniczen nieréwnosci.
W dolnym wierszu widzimy wspolczynniki funkeji celu. Kolumna po prawej stronie tabeli zawiera wartosci,
do ktérych ograniczaja nieréwnosci - b (wartosci po prawej stronie nieréwnosci). Na koniec mamy takze 4
zmienne swobodne, po jednej dla kazdego ograniczenia. Macierz jednostkowa dla tych zmiennych oznaczona
jest w utworzonej tabeli kolorem rézowym.

Jezeli kolumna tabeli odpowiadajaca danej zmiennej zawiera same zera i jedna jedynke, to dana zmienna
bedzie niezerowa. W przeciwnym razie zmienna ta bedzie wynosi¢ zero.

Poczatkowa tabela simpleksowa jest skonstruowana w taki sposéb, ze zmienne x, y, z sa rowne zeru, a zmienne
luzu sa niezerowe i naleza do bazy.

7.2.3 Metoda eliminacji Gaussa

Kolejnym krokiem w algorytmie simpleksowym jest zastosowanie algorytmu eliminacji Gaussa.

Metoda eliminacji Gaussa jest algorytmem stosowanym do rozwiazywania ukladéw rownan liniowych
poprzez transformacje rozszerzonej macierzy reprezentujacej uktad do postaci schodkowej poprzez serie ele-
mentarnych operacji na wierszach. Jest to podstawowa technika algebry liniowej i posiada wiele zastosowan,
takich jak rozwiazywanie ukladéw réwnan liniowych, obliczanie odwrotnos$ci macierzy oraz znajdowanie
wartosci wlasnych i wektoréw wtasnych. Jest szeroko stosowana metoda rozwiazywania probleméw algebra-
icznych liniowych, poniewaz jest wydajna i stabilna.

Pierwszym krokiem eliminacji Gaussa jest wybranie kolumny (zmiennej) o najwigkszej wartosci w dolnym
wierszu tabeli. Jesli kilka zmiennych posiada najwigksza warto$é¢, mozemy wybra¢ dowolng z nich. Wybrana
zmienna bedzie nowa zmienna podstawowa wchodzaca do bazy i stanie sie kolumng kluczowg. Kontynuujac
przyktad z podrozdzialtu o tabeli symplexowej, najwiekszy wplyw posiada zmienna y (poniewaz jest mnozona
az przez 3).

Nastepnie musimy okresli¢, ktéra zmienna swobodna zostanie zastapiona wybrana zmienna. W tym celu
nalezy obliczy¢ stosunek kolumny b (kolumny znajdujacej sie najbardziej na prawo) do wybranej zmiennej.
Na szczedcie wszystkie wartosci kolumny y w naszym przypadku wynosza 1 lub 0. PowinniSmy wybraé
wiersz z minimalnym stosunkiem, czyli w tym przypadku ostatnie z ograniczen. Wiersz z minimalnym
stosunkiem nazywa sie wierszem kluczowym.

Tabela 7.2: Wiersz i kolumna kluczowa w przykladowej tabeli sympleksowej
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Nastepnym krokiem jest wykonanie szeregu elementarnych operacji na wierszach, tak aby kolumna kluczowa
stala sie¢ kolumna jednostkowa z 1 na przecieciu z wierszem kluczowym (na elemencie kluczowym). Aby
to osiagna¢, musimy najpierw podzieli¢ wszystkie elementy wiersza kluczowego przez element kluczowy
(w naszym przykladzie element kluczowy jest réwny 1, wiec wiersz kluczowy pozostaje taki sam). Nastepnie
dzielimy pozostale wiersze przez wiersz kluczowy, aby uzyskaé zera w kolumnie kluczowej.

Tabela 7.3: Przyktadowa tabela sympleksowa po pierwszej iteracji algorytmu

Te kroki sa powtarzane, az wszystkie wartosci w dolnym wierszu beda rowne lub mniejsze od zera. Zapewnia
to o tym, iz nie ma mozliwosci dalszej poprawy wartoéci analizowanego rozwigzania.

Tabela 7.4: Przykladowa tabela sympleksowa po wszystkich iteracjach algorytmu
X Yy

T S t u
1 0 -1 0 3
0

Z

0
0 0 -2 -1 -8

Finalne rozwiazanie w tym przykladzie to x = 0, y = 2 1 z = 1. Zmienna x wynosi zero, poniewaz nie
jest kolumna jednostkowa, natomiast wartosci innych zmiennych mozna odczytaé¢ z kolumny znajdujacej sie
najbardziej na prawo.

7.2.4 Implementacja algorytmu sympleksowego

Aby zaimplementowaé algorytm simpleksowy, musimy najpierw przygotowaé funkcje odpowiedzialng za two-
rzenie tabeli sympleksowej. Odczyta ona najpierw liczbe podanych zmiennych, a nastepnie przygotuje ma-
cierz wartosci dla poczatkowej tabeli sympleksowej. Przykladowa implementacja tej funkcji przy uzyciu
jezyka programowania R mogtaby wyglada¢ nastepujaco:
create_simplex_table <- function(A_mat, b_vec, c_vec){

# Odczytaj liczbe zmiennych/ograniczen

n_var <- length(c_vec)
n_con <- length(b_vec)

# Skonstruuj tabele Simplex
st <- matrix (0,

nrow = n_con+1,
ncol = n_var+n_con+1)
st[1:n_con, 1 : n_var] <- A_mat

st [nrow(st), 1:n_var] <- c_vec

st[1:n_con, ncol(st)] <- b_vec

st[l:n_con, (n_var+1): (n_var+n_con)] <- diag(n_con)
return(st)
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Listing 1: Implementacja funkcji odpowiedzialnej za utworzenie tabeli sympleksowe;j

Algorytm simpleksowy wymaga rowniez implementacji metody eliminacji Gaussa. Pojedynczy krok tej me-
tody bedzie polegal na wybraniu kolumny kluczowej i wiersza kluczowego oraz wykorzystaniu ich do prze-
ksztalcenia wybranej kolumny w kolumne jednostkowa. Warto zaznaczy¢, ze w tym celu mozemy wykorzy-
sta¢ wbudowana metode jezyka R - outer(). Umozliwia ona utworzenie nowej macierzy lub tablicy poprzez
zastosowanie podanej jako parametr funkcji do kazdej mozliwej kombinacji elementéw z dwoch wektoréow
wejsciowych (gdzie domyslna funkcja jest mnozenie). Implementacje algorytmu eliminacji Gaussa mozna
stworzy¢ w nastepujacy sposéb:

gaussian_elimination <- function(st, b_vec, c_vec){
# Odczytaj liczbe zmiennych/ograniczen
n_var <- length(c_vec)
n_con <- length(b_vec)

# Wybierz id kolumny
i_col <- which.max(st[nrow(st), 1 : n_varl])
if (st [nrow(st), i_coll <= 0){
return (TRUE)
}

# Wybierz id wiersza

temp <- st[l:n_con,i_coll]

temp <- st[l:n_con,ncol(st)] / temp
i_row <- which.min(temp)

# Eliminacja Gaussa

temp <- st[i_row, ] / stli_row, i_col]

st <- st - outer(st[, i_coll, stli_row, 1)
st[i_row, ] <- temp

return(st)

Listing 2: Implementacja metody eliminacji Gaussa

Oczywiscie na koncu algorytmu chcielibySmy takze moéc odcezyta¢ wyniki naszych obliczen. Pomocna moze
okazaé sie metoda odczytu wynikéw w oparciu o uzyskana tabele sympleksowa. Przykladowa metoda tego
typu moze wygladaé¢ nastepujaco:

read_results <- function(st, b_vec, c_vec){
# Odczytaj wyniki
n_var <- length(c_vec)
n_con <- length(b_vec)

x_opt <- rep(NA, n_var)
for(i in 1 : n_var){
if ((sum(st[,i])==1) & (max(st[,il])==1) & (min(st[,i])==0)){
id <- which(st[,il==1)
x_opt[i] <- st[id, ncol(st)]

}elseq
x_opt[i] <- 0
}
}
out <- list(x_opt x_opt,

f_opt sum(x_opt * c_vec))

return (out)

Listing 3: Implementacja funkcji odczytujacej wynik algorytmu
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Majac pod reka wszystkie niezbedne implementacje funkcji, mozemy przystapi¢ do implementacji samego
algorytmu. Algorytm simpleksowy powinien sktadaé si¢ z nastepujacych krokdw:

e utworzenie poczatkowej tabeli sympleksowej,

e powtarzanie iteracji metody eliminacji Gaussa, az wszystkie wartosci w dolnym wierszu beda réwne
lub mniejsze od zera,

e alternatywnie algorytm eliminacji Gaussa powinien zakonczyé¢ sie po okreslonej z géry maksymalnej
liczbie krokéw k,

e odczytanie wynikéw.

Ostateczna implementacja algorytmu wyglada nastepujaco:

simplex_algorithm <- function(A_mat, b_vec, c_vec){
# Utworz tabele Simplex
st <- create_simplex_table(A_mat, b_vec, c_vec)

# Eliminacja Gaussa
k <- 1
while (TRUE) {
temp <- gaussian_elimination(st, b_vec, c_vec)
if ((length(temp) == 1) || (k >= 100)){
break
}
st <- temp
k <- k +1
}

# Odczytaj wyniki
out <- read_results(st, b_vec, c_vec)
return (out)

Listing 4: Implementacja algorytmu sympleksowego
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