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Rozktad spotkan:

Data Temat

2022-10-05 Optymalizacja analityczna (bez ograniczen)
2022-10-19 Optymalizacja analityczna (z ograniczeniami)
2022-11-02 Wstep do obliczen numerycznych
2022-11-16  Metody Bracketingowe

2022-11-30 Metody Gradientowe

2022-12-14 Metody wyzszego rzedu

2023-01-04 Metaheurystyki / metody zaawansowane
2023-01-18  Zeréwka

Czemu ustrukturyzowane podejscie do optymalizacji?

1. Problem Komiwojazera dla 100 miast.

2. Funkcja argmin f(x, y).

3. Ksztattowanie polityki potowéw ryb w danym obszarze.

4. Kalibracja gtebokiej sieci neuronowej, sterujgcej autonomicznym samochodem.

Topologia optymalizacji
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Podejscie do optymalizacji nieliniowej (analitycznej)

W przypadku rozwigzywania probleméw optymalizacji nieliniowej, przy wykorzystaniu narzedzi analitycznych, wykorzystwane sg tzw. Warunki Pierwszego Rzedu (ang.
FOC - First Order Conditions), oraz Warunki Drugiego Rzedu (ang. SOC - Second Order Conditions).

FOC

Warunki Pierwszego Rzedu definujg warunki konieczne zaistnienia ekstremum w danum punkcie. W przypadku tych warunkéw, w dowodzie wychodzimy od definicji
ekstremum, i wskazujemy na nastepstwa wystepowania w danym punkcie (x*) ekstremum.

Struktura tych twierdzen / warunkow jest nastepujgca: Jezeli w punkcie x* jest ekstremum funkcji f, to ...

Przyklad FOCdla f : R - R
Jezeli w punkcie x* jest ekstremum funkgji f : D C R — R, gdzie D to zbiér otwarty dziedziny funkcji f, to f/(x) = %(x) =0.

SoC

Warunki Drugiego Rzedu definujg warunki dostateczne zaistnienia ekstremum w danum punkcie. W przypadku tych warunkéw, w dowodzie wychodzimy od warunkéw
FOC, do ktérych dodawane sg warunki dot. lokalnej krzywizny funkcji, w okét analizowane punktu (x*).

Struktura tych twierdzen / warunkow jest nastepujgca: *Jezeli spetnione sg warunki FOC, oraz w punkcie x* spetnia warunki SOC, to w punkcie x* jest minimum /
maksimum funkcji f.


https://web.sgh.waw.pl/~gkoloch/
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Przyktad SOCdla f : R - R
Jezeli w punkcie x* funkcji £ : D C R — R, gdzie D to zbiér otwarty dziedziny funkgcji f, f/(x) = %(x) = 0, oraz dla pewnego n = {2,3, ...} zachodzi f" # 0, to:

« jezelin jest parzysta, i f" > 0 tow punkcie x* jest minumum funkcji f.

« jezeli n jest parzysta, i f" < 0 tow punkcie x* jest maksimum funkgji f.
« jezeli n jest nieparzysta, to w punkcie x* nie ma ekstremum funkcji f.

Definicja ekstremum

Terminem centralnym w zakresie optymalizacji jest pojecie ekstremum - rozwigzania, ktére dla zdefiniowanej funkcji oceniajacej (tzw. funkcji celu, najczesciej oznaczanej
jako f)

Przyktad f : R - R

f(x)

Xmin Xmax X min X

Definicja lokalnego ekstremum (wlasciwego)

Lokalnym ekstremum typu minimum wtasciwe nazwiemy punkt x*, ktory:

150> 15150 S (X7 + 8) > f(x™)

Definicja globalnego ekstremum (wlasciwego)

Globalnym ekstremum typu minimum wtasciwe nazwiemy punkt x*, ktéry:
Va0 Vs150 (X" +8) > f(x*)
Przydatne definicje i twierdzenia

Definicja pochodnej

Pochodna funkgji f : R — R nazwiemy funkcje:

Py Y i FEHD =S f) = S = h)
dx  h-0 h h—=0 h
Ciggtosc¢ funkcji f jest warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci!
W analogiczny spos6b mozna wyprowadzi¢ wzoér na pochodng dowolnego rzedy:
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Przykiad
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Niech f(x) = cx:(x) .




In [1]: M my_fun <- function(x) x"2 / exp(x);

# UWAGA! Pochodna numeryczna, tzw. forward finite difference
df <- function(f, x, h = 107-6){

return((f(x + h) - f(x)) / (h))
}

x_seq <- seq(-4, 7, length = 100)

# Wykres funkcji my_fun
plot(x_seq, my_fun(x_seq),
type = '1°,
col = 'black’,
xlim=c(0, 7),
ylim=c(-0.5, 1),
ylab = 'f(x)',
xlab="x",
main="'Wartos¢ pochodnej funkcji f(x)")

# Wykres Pochodnej
lines(x_seq, df(my_fun, x_seq),

type = ‘1,
col = 'red")
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Twierdzenie Taylora

Niech f : D C R — R oraz f € C™*! w kazdym punkcie odcinka [x, x + h]. Wéwczas dla pewnego  mamy:

- LI CYRY SN S )
f(x+h)—f(x)+; L/ PO D et O

Fat B~ f)+ ; O

e+ h) = fo)+ f'(0h
l "
fxe+h) = fo)+ f(0h+ 5/ (on’

Przykiad



In [5]: M my_fun <- function(x) x"2 / exp(x);
X = 2.5

df <- function(f, x, h = 107-6){
return((f(x + h) - f(x)) / (h))
}

d2f <- function(f, x, h = 107-6){
return((f(x + 2*h) - 2*f(x+h) + f(x))/(h"2))

taylor_1 <- function(f, x, h){
return(f(x) + df(f, x)*(h - x))
}

taylor_2 <- function(f, x, h){
return(f(x)+df(f, x)*(h-x)+1/2*d2f(f, x)*(h-x)"2)

x_seq <- seq(-4, 7, length = 100)

# Wykres funkcji my_fun
plot(x_seq, my_fun(x_seq),

type = '1°,

col = 'black',

xlim=c(0, 7),

ylim=c(0, 1),

ylab = "f(x)',

xlab="x",

main="'Aproksymacja Taylora')

# xlim=c(2, 3),
# ylim=c(0.45, 0.55),

# Wykres aproksymacji Taylora 1
lines(x_seq, taylor_1(my_fun, x, x_seq),
type = "1,
col = 'red")

# Wykres aproksymacji Taylora 2
lines(x_seq, taylor_2(my_fun, x, x_seq),
type = "1,
col = 'blue')

Aproksymacja Taylora
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Pochodna kierunkowa

Niech f: D CR" - R, x € Dorazh € R" : x + h € D. Pochodng kierunkowa funkcji f w punkcie x w kierunku h nazywamy funkcje:



df( o [+ th) = f(x)
—(x) = lim—————~

dh -0 t

Pochodna czastkowa

Niech f: D CR" > R,x € Dorazh € R" : x + h € D. Pochodng czastkowa funkcji f w punkcie x wzgledem zmiennej x;, i = 1,2, ... n nazywamy funkcje:

gdzie e; jest itym wersorem przestrzeni R". Pochodna czastkowa f wzgledem x; jest wigc pochodng kierunkowa f w ierunku itego wersowa, tj. przy & = e;.

Gradient

Niech f : D C R" - R, x € D. Gradientem funkcji f w punkcie x nazywamy funkcje:

=L, oL o
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Optymalizacja nieliniowa bez ograniczen, przypadek jednowymiarowy, tj. f : R - R

Twierdzenie FOC
Niech f: D C R = R, f € C!. Jezeli funkcja f posiada ekstremum w punkcie x € D, to f/(x) = 0.

Szkic dowodu:
Poniewaz funkcja f ,a w punkcie X minumim, wiemy, ze istnieje d > 0, takie, ze dla kazdego 0 < |6| < d, mamy f(x + 6) > f(x), czyli f(x + 6) — f(x) > 0. Dzielac
obie strony przez §, otrzymujemy:
8) — 8) —
f(X+; f(X)>0 oraz f(X+; f(X)<0
odpowiednio dla 6 > 0 i 6 < 0. Odpowiednio przy przejsciu granicznym & — 0% i 8 — 0~ mamy:
8) — 8) —

lim J&+9 = fx) =fl(x)>0 oraz lim PACR L (€3]

60" ) 50" 1)
Poniewaz jednak funkcja f jest rézniczkowalna, mamy f'(x) = f}(x) = f’(x) = 0.

=fl(x) <0

Twierdzenie SOC
Niech f: D C R - R, f € C". Jezeli dla pewnego x € D zachodzi: f'(x) = 0, f”(x) =0, ..., f®V(x) = 0, ale f®(x) # 0, to:

« jesli n jest parzyste, to funkcja f ma w punkcie x ekstremum; jesli £ (x) > 0 to jest to minumum, £ (x) < O to jest to maksimum
« jesli n jest nieparzyste, to funkcja f ma w punkcie x nie ma ekstremum.

Szkic dowodu:
Ze wzoru Taylora dla pewnego 0 < € < 1 mamy:

n—1
N L w gk, L ocm )
fex+h) = ga /R G O
aponiewaz f/(x) =0, f"(x) =0, ..., f*D(x) =0 to:
Fx+h) = 00+ ﬁ £ (x + OhR"
foe+h) = f(x) = % 7 (x + Ohyh"

Kiedy # jest parzyste, i £ (x) > 0, ze wzgledu na parzysto$é n, mamy h" > 0.Ze wzgledu na ciaglosé funkcji £ w punkcie n wiemy, e istnieje 6 > O taka, ze dla
kazdego h : 0 < |h| < 6 mamy £ (x + h) > 0, a wiec takze £ (x + 0h) > 0. Oznacza to, ze funkcja f ma w tym miejscu minimum.
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