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Zajecia 1: Wprowadzenie do optymalizacji analitycznej
Daniel Kaszyriski 1 paZdziernika 2023 7.

Kwestie organizacyjne

e Prowadzacy zajecia: mgr Daniel Kaszyniski, dkaszy[@]sgh.waw.pl
e Konsultacje: piatki 12:00-13:00, G-213.

e Tryb zaliczenia przedmiotu: egzamin pisemny w sesji z tresci przedstawianych w trakcie zajeé¢ lub
zawartych w materiatach.
Przyktady zadan: opisz metode XY7Z, wskaz na réznice migdzy metodami ABC i XYZ, rozwiaz przed-
stawione zadanie optymalizacji analitycznej, przeprowadz dwie iteracje metody XYZ.

¢ Wymagana literatura:

— [KW19] Kochenderfer, M.J. and Wheeler, T.A., 2019. Algorithms for optimization. Mit Press.
— [CZ04] Chong, E.K. and Zak, S.H., 2004. An introduction to optimization. John Wiley & Sons.

[BI86] Birkholc, A., 1986. Analiza matematyczna: funkcje wielu zmiennych. Panstwowe Wydaw-
nictwo Naukowe.

[SS08] Sydsaeter, K., Hammond, P., Seierstad, A. and Strom, A., 2008. Further mathematics for
economic analysis. Pearson education.

[CO14] Cortez, P., 2014. Modern optimization with R. New York: Springer.

1.1 Definicja ekstremum

Terminem centralnym w zakresie optymalizacji analitycznej jest pojecie ekstremum: rozwiazania, ktére dla
zdefiniowanej funkcji oceniajacej, tzw. funkcji celu, najczeScie] oznaczanej jako f, generuje 'najlepsza’
warto$¢. Rozwazmy przyklad f: R — R.

Definicja lokalnego ekstremum (wlasciwego) Lokalnym ekstremum typu minimum wlasciwe nazwiemy
punkt z*, ktéry:

Jaj>0V|d|>|5/>0f (" + ) > f(z¥)

Definicja globalnego ekstremum (wlasciwego) Globalnym ekstremum typu minimum wlasciwe nazwie-
my punkt x*, ktory:

Yaj>0Vs)>0f (z* +6) > f(z¥)
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Rysunek 1.1: Ekstremum lokalne funkcji f: R — R
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie

Zauwazmy, ze réznica miedzy ekstremum lokalnym i globalny to obszar, w ktérym uzyskujemy lepsze (tj.
z perspektywy funkcji celu, funkcji oceniajacej) rozwiazanie. W przypadku ekstremum lokalnego, mozna
wskazaé otoczenie (moze by¢ to bardzo maly obszar!) sasiedztwa w okdl ekstremum 2,5, W ktérym utrzy-
mujemy stricte gorsze rozwiazania. W przypadku ekstremum globalnego x,,,,, takie sasiedztwo to dowolne
otoczenie rozwiazania ekstremum.

1.2 Optymalizacja nieliniowa bez ograniczen, przypadek jednowy-
miarowy, tj. f : R —R

W zakresie podstawowych twierdzen, musimy wpierw wskazaé podstawowsa dla nas definicje — definicje po-

chodnej funkcji jednej zmiennej.

Pochodna funkcji Pochodna funkcji f : R — R nazwiemy funkcje:

U _ o JEHD) = f@) | fa) = fa—h)
h

dr =0 h h—0

f'(=)

Cigglos¢ funkcji f jest warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci!
W analogiczny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzér na pochodng dowolnego rzedy:

T da? h—0 h h—0 h2

f(x)

1.2.1 Warunki Pierwszego Rzedu f: R — R

Twierdzenie (Warunki Pierwszego Rzedu f : R — R). Niech f : D C R — R, f € Ct. Jezeli funkcja f
posiada ekstremum w punkcie v € D, to f'(z) = 0.
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Dowdd. Poniewaz funkcja f ,a w punkcie x minumim, wiemy, ze istnieje d > 0, takie, ze dla kazdego
0 < |9] < d, mamy f(z+ ) > f(x), czyli f(z+3J) — f(x) > 0. Dzielac obie strony przez §, otrzymujemy:

fatd)—f@) o fetd) - i@
é 0

odpowiednio dla § > 0i § < 0. Odpowiednio przy przejsciu granicznym § — 07 i § — 0~ mamy:

o 18— f@) f@+5) ~ f(@)

Jim ; =fi(x)>0  oraz 51—{%1* 5 =fL(z) <0
Poniewaz jednak funkcja f jest rézniczkowalna, mamy f'(x) = f(z) = f_(x) = 0. H

Warunki Pierwszego Rzedu daja nam mozliwos¢ przefiltrowania przestrzeni rozwiazan, umozliwiajac selekcje
rozwiazan, w ktérych pochodna funkcji jest réwna zero (tzw. punkty stacjonarne). Uwaga! To, ze w danym

punkcie mamy f’(z) = 0 nie oznacza, ze w tym punkcie wystepuje ekstremum funkeji. Jako przyklad rozwaz

funkcje f(z) = 22 oraz f(z) = 3.

1.2.2 Twierdzenie Taylora f: R — R

Zebyémy mogli ruszy¢ dalej, potrzebne nam jest jedno z istotniejszych twierdzen analizy matematycznej!

Rozwazmy Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego, ktore brzmi nastepujaco:
b
[ t@de=Fe) - Fo

gdzie F(z) to calka nieoznaczona wywolana w x. W skrécie powyzsze oznacza, ze zeby wyznaczy¢ pole
powierzchni pod wykresem funkcji f na przebiegu miedzy a i b, nalezy obliczy¢: pole powierzchni od —oco do
a, pole powierzchni pod f od —oco do b, i odjaé¢ te dwie wartosci. Ponizej intuicja tego wzoru.

f )4

\/

a b x
Rysunek 1.1: Catka oznaczona
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie
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Dla uproszczenia oznaczen, przyjmijmy, ze [ f'(z)dz = f(x), wtedy powyzszy wzér zmienia sie w:

b
£(b) — f(a) = / f()de

Uzyskujemy dalej taka sama intuicje, przy czym troche uproéciliémy przyjmowana notacje. Idac dalej, przyj-
mijmy nastepujace oznaczenia: niech a = x, b = x + h. Méwimy tyle: punkt a, to jest punkt startowy
(poréwnawczy, referencyjny), a punkt b to punkt uzyskany po przesunieci o warto$é¢ h wzgledem punktu a.
Zwréé uwage, ze modyfikujac wartos¢ h, przyjmijmy ze ta warto$¢ jest réwna zero, i zaczynamy ja coraz
bardziej zwigkszaé, powyzszy wzér odpowiada na pytanie: jak sie zwigksza pole powierzchni pod krzywa
funkeji f, ze wzgledu na zwiekszanie odleglosci od punktu referencyjnego (czyli zwigkszajac h).

x+h
@+ h) - flz) = / f(a)da

x

Porzadkujac powyzsze rownanie, oraz sprowadzajac calke oznaczona do poczatku ukladu wspélrzednych
(teraz jest sztucznie zaczepiona w punkcie x — zwrdé uwage, ze poczatek calki jak i jej koniec sa funkcjami
x), otrzymujemy:

h
flx+h) = f(x) +/0 f'(x +a)da (1.1)

Powyzszy wzér 1.1 jest istotny z perspektywy naszych dalszych przeksztalcen. Mozna zauwazy¢ w nim, ze
x jest interpretowany jako stala warto$é (patrz: catka jest po a). Co wigcej, mozna zauwazy¢ ze wyrazenie
po lewej stronie rownosci wstepuje w zblizonej formie pod znakiem catki. Sprobujmy zatem wyrazenie pod
calka rozwinaé zgodnie ze wzorem ktéry otrzymalismy:

flx+h) = f(z) +/0h [f'(x) Jr/oa f”(erb)db} da

Korzystajac z wlasnosci addytywnosci catki, uzyskujemy:

flx+h)= f(z)+ /Oh f/(x)da+/0h an f"(erb)db} da

Sprébujmy rozpisaé pierwsza z catek w powyzszym wzorze:

0

Czyli tacznie uzyskujemy:
h a
flx+h)= f(z)+ f(x)h —I—/ / f"(x +b)db da
o Jo

Uwaga: przeciez wyrazenie pod znakiem podwdjnej catki mozemy réwniez rozpisaé przy pomocy naszej
wczesniejszej formuly:

db da

h a b
fatn) = s+ fn+ [ [ @ | [ o
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Sprobujmy teraz rozpisa¢ ponownie, pierwsza catke we wzorze:

/Oh /0“ 1" (x)db da = /Oh [f" (z)b]g da = /Oh " (x)a da = /Oh Bf’/(x)azh — (a)h?

Laczac to wyprowadzenie z naszym wczesniejszym réwnaniem, otrzymujemy:
fle+h) = f(x)+ f'(@)h+ f” )h? + / //f” c)de db da

Latwo zauwazy¢, ze podobnie jak wczesnie] — wyrazenie w calce jest rozpisywalne przy pomocy naszego
wezesniejszego réwnania 1.1; co wiecej, taka procedure mozna powtarzaé¢ w nieskonczonosé (technicznie, tyle
razy ile razy rézniczkowalna jest funkcja f(x) — w powyzszym wzorze to latwo zauwazyé). W ogdlnosci wzér
ten mozna sprowadzié¢ do:

<, 1) (¢
f(erh):an!( Vi

n=0

Powyzszy wzér jest nazywany réwnaniem / wzorem Taylora.

Zwréémy uwage, ze w praktycznym wykorzystaniu tego wzoru, czesto nie bedziemy mogli nieskoiniczenie wiele
razy rézniczkowaé f: mozemy to zrobié kilka razy, ale od pewnego progu bélu przestaniemy juz stosowaé ten
wzor. Stad mozna sprobowaé rozpisaé ten wzér dla konkretnego, N-tego rozwiniecia funkcjo wzorem Taylora:

(N) 0
f(z+h) Z f(n) n whﬁf

()
gdzie Ry (z,h) = th\f jest reszta Lagrange’a. Mozna réwniez pokazaé, ze reszta ta ma nastepujaca
wlasnosé:

lim RN (33, h)

h—0 hN =0

Czyli reszta Ry (x,h) aproksymacji wzorem Taylora maleje do 0 w tempie szybszym niz wielomian n-tego
stopnia.

Twierdzenie (Wzér Taylora f : R — R). Niech f : D C R — R oraz f € OV w kaidym punkcie odcinka
[z, 2 + h]. Wéwczas dla pewnego § mamy:

n ARG D)
flx+h)= +Z f<> il hN

Twierdzenie Taylora to bardzo wazny istotny wynik, wykorzystywany czesto!

Rozwinigcie funkcji w szereg Taylora 1 i 2 stopnia:

Fla+h) = (@) + f@h+ 37" @)h?

Przy wykorzystaniu jezyka R rozwinmy przykladowa funkcje w szereg Taylora 1 i 2 stopnia: f(z) = %

e
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# Dane wejsciowe
f <- function(x) x"2/exp(x)

3 x0 <- 2.5

h_seq <- seq(0, 10, length = 100)

# Pochodne numeryczne
dif <- function(f, x, h
d2f <- function(f, x, h

10°-6) (f(x+h)-f(x))/h
107-6) (f(x+2xh)-2*f(x+h)+f(x))/h"2

# Aproksymacja Taylora funkcji f wokol xO
taylor_1 <- function(f, x, h) f(x)+d1f(f, x)*(h-x)
taylor_2 <- function(f, x, h) f(x)+d1f(f, x)*x(h-x)+1/2xd2f(f, x)*(h-x)"2

# Wykresy

plot(h_seq, f(h_seq), type=’1l’, col=’black’, xlab = ’x’, ylab = ’y’)

lines(h_seq, taylor_1(f, x0, h_seq), col=’red’)

lines (h_seq, taylor_2(f, x0, h_seq), col=’blue’)

legend (7.8, 0.55, legend=c(’f(x)’, ’taylor_1’, ’taylor_27’),
col=c(’black’, ’red’, ’blue’), lty=1, cex=1)

Listing 1: Przyklad rozwiniecia funkcji w szereg Taylora

0 | — )

o — ftaylor_1
— taylor_2

~

o

o

@

=

o™

o

g

o

2

Rysunek 1.2: Przyklad: rozwiniecie funkcji w szereg Taylora

1.2.3 Warunki Drugiego Rzedu f: R — R

WskazaliSmy wczedniej, ze Warunki Pierwszego Rzedu stanowia warunki konieczne (tj. kazde ekstremum
bedzie posiada¢ taka wlasnosé), ale niewystarczajace (tj. sa punkty, ktére ekstremami nie sa, a réwniez
posiadaja taka wlasnosé). W celu weryfikacja czy dany punkt stacjonarny jest ekstremum, nalezy wykorzystaé
warunki dostateczne — Warunki Drugiego Rzedu.

Twierdzenie (Warunki Drugiego Rzedu f : R — R). Niech f : D C R — R, f € C". Jezeli dla pewnego
x €D zachodzi: f'(x) =0, f"(z) =0,..., f*=D(x) =0, ale f(z) # 0, to:
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1. jesli n jest parzyste, to funkcja f ma w punkcie x ekstremum; jesli f)(z) > 0 to jest to minumum,
f@(x) <0 to jest to maksimum

2. jesli n jest nieparzyste, to funkcja f ma w punkcie x nie ma ekstremum.

Dowdéd. Ze wzoru Taylora dla pewnego 0 < § < 1 mamy:

I
—

=~

fl@+h) = s FB (z)nk + ﬁﬂn) (z + 6h)h(™
< k! !

a poniewaz f'(x) =0, f"(x) =0,..., f*D(x) =0 to:

b
Il

flz+h)=flz)+ %ﬂ") (x4 ORh)h"

f(z+h)— flz)= %ﬂ”) (z 4 Oh)h"

Kiedy n jest parzyste, i f(™(z) > 0, ze wzgledu na parzysto$é n, mamy h™ > 0. Ze wzgledu na ciggtoéé
funkeji £ w punkcie n wiemy, ze istnieje & > 0 taka, ze dla kazdego h : 0 < |h| < § mamy f) (x4 h) > 0,
a wiec takze f(™ (z + 6h) > 0. Oznacza to, ze funkcja f ma w tym miejscu minimum. Analogiczne mozemy
wykazaé przypadek maksimum. O

1.3 Optymalizacja nieliniowa bez ograniczen, przypadek wielowy-
miarowy, tj. f:R" - R

We wczedniejszej czesci wykazaliSmy warunki optymalizacji dla przypadku jednowymiarowego — tj. sytuacji,
w ktére mamy do czynienia z jedna zmienng decyzyjna. Natura probleméw optymalizacyjnych jest z reguly
jednak wielowymiarowa. Ponizej przedstawiamy analogiczny wywod w zakresie probleméw wielowymiaro-
wych.

Na poczatek jednak musimy wykazaé¢ kilka podstawowych definicji obszaru rachunku rézniczkowego funk-
¢ji wielu zmiennych; polecanym w tym zakresie podrecznikiem jest [BI86] — w szczegllnoscei poczatkowe
rozdziaty.

Pochodna kierunkowa Niech f: D C R® - R, x € D oraz h € R" : x + h € . Pochodna kierunkowsg
funkeji f w punkcie  w kierunku h nazywamy funkcje:

af . fla+th) - f(z)
an ) = i t

Pochodna czgstkowa Niech f: D C R" - R, x € D oraz h € R" : z + h € D. Pochodng czastkowa funkcji
f w punkcie x wzgledem zmiennej x;, i = 1,2, ...n nazywamy funkcje:

of . df
6$i - dei

(z) (z)

gdzie e; jest itym wersorem przestrzeni R™. Pochodna czastkowa f wzgledem x; jest wiec pochodng kierun-
kowsa f w kierunku itego wersowa, tj. przy h = e;
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Gradient funkcji Niech f: D C R" — R, z € D. Gradientem funkcji f, jest funkcja Vy(z) : R” — R" w
punkcie x nazywamy funkcje:

V() = [§i<x>,§i<x>,...,$<x>]

Zwigzek miedzy Pochodng Kierunkowa a Gradientem? Jezeli istnieje gradient funkeji V ¢(x) w punk-
cie x (co oznacza, ze f jest rézniczkowalna w x)

Waf]

dx1’ " Oz,

Vi(x) = [

to pochodna kierunkowa funkcji f w kierunku wektora h jest rowna iloczynowi skalarnemu gradientu funkcji
f 1 wektora h

a@ _

e Vi(x/h) = Vf(x) xh

1.3.1 Warunki Pierwszego Rzedu f:R" — R

Twierdzenie (Warunki Pierwszego Rzedu f : R® — R). Niech f : D C R® — R, f € C'. Jezeli funkcja f
posiada ekstremum w punkcie x, to Vy(x) =0

Dowdéd. Rozwazmy funkcje g, (t) = f(x + th) oraz h € R® : © + h € D. Poniewaz f ma ekstremum w z, to g
ma ekstremum w ¢ = 0, a wiec ¢'(t) = 0 dla t = 0, co oznacza ¢'(t)|;=0 = 0. W konsekwencji:

A) — Ah) — d
7 ()i ZA@OW ~ fla+ A) @) _ d%

() = Vy(z)h =0

Przyktad. Niech f(z) = 2% + x3. ZnajdZ ekstrema funkcji f(x).
7] 0
Vi) = | o @) gL )] = or, 2] =0 = vl = 0.0

1.3.2 Warunki Drugiego Rzedu f: R" — R

Do wyprowadzenia warunkéw drugiego rzedu potrzebujemy wskaza¢ na uogoélnienie pochodnej drugiego rzedu
dla przypadku funkcji wielu zmiennych: tzw. macierz Hessego.

Macierz Hessego Niech f: D C R" — R, z € D. Macierzg Hessego Hy(x) nazywamy macierz:

2°f o*f
6:&% e Ox10x,
Hy(x) = : . :
9% f i
Oy 0z Ox2

n

Uwaga! Macierz Hessego, jest macierza symetryczna wtedy, gdy wszystkie pochodne czastkowe drugiego
2 2
stopnia sa ciagle (tzw. twierdzenie Schwarza). Oznacz to, ze: ai gwj = afj afh
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Dodatkowo, wczeéniej wyprowadziliSmy wzor Taylora dla przypadku jednowymiarowego; ponizej jest wzor
Taylora w przypadku wielowymiarowym.

Twierdzenie (Wzér Taylora f : R® — R). Niech f : D C R® — R oraz f € C? w kazdym punkcie odcinka
[z, x + h]. Wéwczas dla mamy:

1
fl@+h) = f(z) + Vy(@)h+ 5hTHy(@)h + Ry(x, h)
Twierdzenie (Warunki Drugiego Rzedu f : R® — R). Niech f : D C R® —» R, f € C?. Jezeli w x* zachodzi

1. V¢(z*) =0, oraz

2. Hf(l'*) >0
Wtedy w x* jest minimum lokalne f.

Dowdéd. 7 twierdzenia Taylora dla R™ mamy:

Fl+h) = F@) + Vs @)h+ SHTH @)+ olA1%) = f(2) + 5h" Hy(w)h + of|AI?)

czyli f(z+h)—f(z) = $hT Hy(x)h+o(|h|?). Z twierdzenia Rayleigh’a, wartos¢ formy kwadratowej h” Hy(z)h
mozemy ograniczy¢ z dotu przez Apin|h|?:

flx+h)— f(z) = %hTHf(:c)h +o(|h?) = = Amin|h|* + o(|h|?)

N —

Dla dostatecznie matych h mamy wiec f(x +h) — f(z) >0 O

To co nam jeszcze pozostaje, to sprawdzié kiedy Hy(z*) > 07

Twierdzenie (Kryterium Sylwestera). Niech A bedzie symetryczng macierzq o wartoSciach rzeczywistych:

a1 a2 ... QG1n
a1 Q22 ... 0G2n
A =
an,1 QGn,2 e Gn,n
Minorami glownymi macierzy nazwiemy:
ai,i 1,2 e a1,n
a1 Q22 ... 0G2pn
a1 ai2 ) ) )
M, = a1 Ms = det ’ ? ... M, = det .
@21 Aa22
an,1  QAn,2 e Gn,n

Wowczas:

1. Macierz jest okreslona dodatnio wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory gléwne M; macierzy A sq
dodatnie.
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2. Macierz jest okreslona ujemnie wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie parzyste minory glowne M; macierzy
A sq dodatnie, a wszystkie nieparzyste minory glowne M; sq ujemne.

Przyktad. Niech f(z) = 22 + x3. ZnajdZ ekstrema funkcji f(x):
Twierdzenie Warunkéw Pierwszego Rzedu:

V() = [gjlm 5;2(@} = [201,225] = 0 = [y, 2] = [0,0)

Twierdzenie Warunkéw Drugiego Rzedu:

o*f 2°f 2 0
0x2 Ox10x
Hy([0,0) = | 93 v :[o 2}>0
6126:61 8I§
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